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Während die Potenzreihen einer Veränderlichen, insbesondere seit sie 
durch Weierstraß znm eigentlichen Fundament der Funktioneniheorie 
gemacht worden sind, nach den verschiedensten Richtungen hin eine fast 
erschöpfende Behandlung er&hren haben, ist zur Erforschung der Natur 
der Potenzreihen mehrerer Veränderlichen bisher noch wenig geschehen. 
TJnd doch tritt uns hier schon bei oberflächlicher Betrachtung eine große 
Reihe yon Fragen entgegen, zu welchen im Falle einer Veränderlichen 
keinerlei Analogon existiert. So werden die Eonvergenzverhältnisse der 
Potenzreihen einer Veränderlichen im wesentlichen charakterisiert durch 
eine einzige Eonstante, den Eonvergenzradius; ist dieser bekannt, so bleibt 
höchstens noch das Verhalten der Potenzreihe auf der Peripherie des Eon- 
vergenzkreises weiteren Untersuchungen vorbehalten. Diese Tatsache findet, 
wie bekannt, ihre Begründung in dem folgenden Satz: 

„Eonvergiert die Potenzreihe einer Veränderlichen 

qp 

für irgend einen von null verschiedenen Wert x — Xq, so konvergiert sie 
absolut für jeden Wert der Veränderlichen, welcher der Bedingung |a?|<|a:o| 
genügt." 

Schon dieser Satz ist aber auf Potenzreihen zweier Veränderlichen 
nicht unmittelbar übertragbar, ein Umstand, welcher selbst in der neueren 
Literatur gelegentlich übersehen worden ist.^) In der Tat folgt aus der 
nur bedingten Eonvergenz einer Potenzreihe zweier Veränderlichen 

S^{x,y)^^a^)xf'r 

in einem Punkt x ^ x^y y ^ ^q, dessen Eoordinaten von null verschieden 
sind, noch nicht die Eonvergenz (oder gar die absolute Eonvergenz) im 

Gebiete |^| < |^o|; i^l < |yol- ^^ S^^ ^^ ^^^ ^^^^ bedingte Eonver- 
genz nicht nur am Bande des Bereiches der absoluten Eonvergenz, sondern 
auch ganz außerhalb dieses Bereiches. Eine nähere Untersuchung lehrt 



1) Vgl. hierüber das Referat von Stäckel, Fortschr. d. Math. 29, p. S32. 



Vin Einleitung. 

aUerdings, daß die Reihe hier nur fiLr einzehie Werte einer der Yerander- 
lichen konvergierea kann^ so daß die bedingte Konvergenz der Doppel- 
reihe sich — ähnlich derjenigen der Potenzreihen einer Veränderlichen — 
nnr als von untergeordneter Bedeutung erweist. 

Wesentlich anders verhält es sich indessen ^ wenn man außer der 

Doppelsumme ^g^a^^y^ noch die iterierten StMnmen ^ l ^la^^afy'' | 

sowie ^^ { ^ a^^ 7f ]f } mit in den Kreis der Betrachtung zieht^ welche 

entstehen, wenn man das vorliegende Aggregat als eine Potenzreihe in 
bezug auf y auffaßt, deren Koeffizienten Potenzreihen in bezug auf x sind^ 
— und vice versa. Diese iterierten Summen können offenbar sehr wohl 
in Gebieten konvergieren^ in welchen eine Konvergenz der Doppelreihe 
nicht mehr stattfindet, ja es kann sogar eintreten, daß eine solche Summe 
für jedes endliche Wertsystem der Veränderlichen konvergiert, ohne daß 
die Doppelreihe selbst för irgend ein Wertsystem (außer für a: = und 
y == 0) absolut konvergiert. Es drängt sich daher die Frage auf, welcher 
Art jene öebiete sind, in welchem Zusammenhang sie mit dem Bereich 
der absoluten Konvergenz stehen, und ob die betrachtete Reihe auch hier 
noch eine reguläre analytische Funktion der beiden Veranderlichen dar- 
stellt. Die gleichen Fragen lassen sich dann selbstverständlich auch be- 

OD * 

züglich der" Diagonalenreihe ^y y a][^-.*Oa;/*y^-/* aufwerfen. 

Aber auch wenn man sich ganz auf die Betrachtung der absoluten 
Konvergenz der Doppelreihe beschränkt, treten noch mancherlei Fragen 
von grundlegender Wichtigkeit auf. Über das öebiet der absoluten Kon- 
vergenz ist von vornherein nur bekannt, daß es durch zwei Ungleichungen 
von der Art | a; | < r, | y | < r' dargestellt werden kann, wo jedoch r und r 
nicht notwendig Konstanten, sondern im allgemeinen zwei voneinander 
abhängige positive örößen bedeuten. Daß diese Abhängigkeit zwischen 
r und T nicht vollkommen willkürlicher Natur sein kann, leuchtet ein, 
und es ist daher wünschenswert, über die Beschränkungen, denen sie unter- 
worfen ist, näheren Aufschluß zu gewinnen. Zu Untersuchungen hierüber 
bieten sich naturgemäß zwei Wege dar. Erstlich kann man, mit der 
Doppelreihe selbst operierend, auf mehr rechnerischem Wege zum Ziele 
zu gelangen suchen; oder aber man geht zur Untersuchung der durch die 
Doppelreihe definierten analytischen Funktion über und sucht aus der 
Lagerung ihrer singulären Stellen Anhaltspunkte zu gewinnen. Dies führt 
nun aber sofort auf eine weitere fundamentale Frage, welche ebenfalls bei 
den analytischen Funktionen emer Veränderlichen noch nicht auftritt: 
„Was läßt sich über die Lage der singulären Stellen einer analytischen 
Funktion zweier Veränderlichen ganz allgemein aussagen?^ Bis jetzt ist 
in dieser Hinsicht nur die Unmöglichkeit isolierter singulärer Stellen aus- 
gesprochen worden. Da aber bei den bisher näher untersuchten Funktionen 
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zweier Veränderlichen die Lage der singulären Stellen stets durch eine 
endliche oder unendlich große Anzahl analytischer Gleichungen von der Form 
f{Xy y) « bezeichnet wird, (derart, daß jedes Wertsystem x^ y, welches 
irgend einer unter den Gleichungen genügt, eine singulare Stelle darstellt,) 
so ist von vornherein zu erwarten, daß sich noch weitergehende Schlüsse 
allgemeiner Art ziehen lassen müssen. 

Auf einige der angedeuteten Fragen habe ich in der vorliegenden 
Arbeit näher einzugehen versucht. .In der ersten Hälfte der Arbeit sind 
die Fragen mehr vom reihentheoretischen, in der zweiten mehr vom 
funktionentheoretischen Standpunkt aus behandelt. Die ersten Abschnitte 
behandeln der Reihe nach die absolute Konvergenz der Doppelreihe, die 
bedingte Konvergenz derselben, die Konvergenz der iterierten Summen 
und diejenige der Diagonalenreihe. In dem nächsten Abschnitt folgt dann 
zuerst eine elementare Herleitung des Laurentschen Satzes für zwei Ver- 
änderliche nach der von Herrn Pringsheim eingeführten Methode der 
Mittelwerte, und daranschließend die Charakterisierung des Bereiches der 
absoluten Konvergenz der Doppelreihe durch die singulären Stellen der 
Funktion. Der folgende Abschnitt ist speziell den Untersuchungen über 
singulare Stellen gewidmet, der letzte endlich behandelt die Frage, unter 
welchen Bedingungen sich eine analytische Funktion in einem vorgelegten 
Gebiete durch eine iterierte Summe der oben bezeichneten Art dar- 
stellen läßt. 

Es sei mir schließlich an dieser Stelle noch gestattet, meinem hoch- 
verehiten Lehrer Herrn Professor Dr. A. Pringsheim, auf dessen An- 
regung hin ich mich mit diesem Gegenstande beschäftigt habe, für sein 
freundliches Interesse meinen tiefstempfundenen Dank auszusprechen. 



I 



L Bereich der absoluten Konvergeiu. 

§1. 

Es möge eine kurze Übersicht derjenigen fundamentalen Sätze über 
Doppelreihen vorausgeschickt werden^ welche für die nachfolgenden Unter- 
suchungen die Grundlage bilden.^) 

Als Doppelfolge wird eine zweifach unendliche Folge von Zahlen b^^^ 
(/i, V = 0f 1,2, . . , .) bezeichnet. Dieselbe sei in der Form des Schemas 

bT 6?' iT '■•■ 

Oq Ol ©2 • • • • 

b^r b? 6?> .... 



angeordnet gedacht^ so daß der obere Index v die Zeüe, der untere fi die 
Kolonne markiert, welcher der Term b^^ angehört. 

Die Doppdfdge b^^^ heißt konvergent und B ihr Chrenzwert (für unab- 
hängig Yoneinander und gleichzeitig ins Unendliche wachsende ft und v\ 
in Zeichen 

lim hf = B, 

wenn zu jedem £ > zwei natürliche Zahlen m, n existieren, so daß 

|6?'-JB|^« für!'*!'"- 
I /* 1=^ \v^n 

Die unendliche Doppel/reihe ^ wjT^ heißt konvergent, S ihre Summe, 
in Zeichen 

wenn in dem soeben definierten Sinne 

lim sl:' = S 






1) Vgl. A. Pringsheim: Elementare Theorie der unendlichen Doppekeihen. 
Münch. Ber. 27 (1897) p. 101. 

1 



2 I. Bereich der absoluten Konvergenz, 

existiert, wo 



m 






Ist die Doppelreihe ^ wjf) fe>nt?er^6n^, so ^'tt stets 



/l,V=:0 



limw(r)=:0. 



Js< außer der Doppdreihe ^ wj?) = S ;«fe ßin^re^ pfeife ^ wjT^ 

(i' =» 0, 1; 2 . . .) kanvergeni, so Jconvergiert auch die Beihe der Zeüensuinmen 
gegen S, d. h. man hat 



00 



Der analoge Satz gilt filr die Beihe der EolonnensxunmeiL Jedoch zieht 
im allgemeinen weder die Konvergenz der Doppel/reihe diqenige der Zeilen 
oder Kolonnen, noch umgekehrt die Konvergenz der ZeHenreihe^) oder Ko- 
lonnenreihe (oder beider) diejenige der Doppelreihe nach sich. 



oo 



Die unendliche Doppelreihe ^ u^^ heißt absolut konvergent, wenn die 

Doppelreihe der | u^^ \ konvergiert. In einer absolui konvergerUen Doppd- 
reihe konvergiert auch jede einzdne Zeile (Kolonne) sotoie die Zeilenreihe 

(Kolonnenreihe) absolut, ebenso die Diagonalenreihe ^ ^ ^ji'~^\ und 

zwar haben Doppdreihe, Zeilenreihe, Kolonnenreihe und Diagonalenreihe 
sämüich die nämliche Summe S. 

Sind in einer Doppelreihe edle Terme u^^'^ 0, so zieht die Konvergenz 
der Zeilenreihe, Kolonnenreihe oder Diagonalenreihe die Konvergenz der 
Doppelreihe nach sich. 

Bezeichnet man eine konvergente Doppelreihe als unbedingt konvergent, 
wenn jede durch Umordnung der Glieder daraus hervorgehende Doppel- 
reihe gegen dieselbe Summe konvergiert, andernfalls als bedingt konvergent^, 
so gut noch: 

Jede absolut konvergente Doppdreihe ist auch unbedingt konvergent, und 
umgdcehrt. 



1) Die Beihe der Zeilensummen wird im folgenden stets abgekürzt als „Zeilen- 
reihe", analog die Beihe der Eolonnensnmmen als „Kolonnenrethef* bezeichnet 

2) Es sei jedoch ausdrücklich hervorgehoben, daß auch die ,,Summe^^ einer nur 
bedingt konvergenten Doppelreihe durch die obigen Festsetzungen eindeutig definiert 
ist. Auch folgt aus der Konvergenz der Zeilenreihe (Kolonnen- oder Diagonalenreihe) 
keineswegs auch nur die bedingte Konvergenz der' Doppelreihe. 



I. Bereich der absoluten Konvergenz. § 1. 3 

Die sämtlichen erwähnten Sätze finden, indem man den Term u]l^ 
durch a^o^y" ersetzt , nun auch ihre Anwendung auf die Potenzreihen 
zweier Veränderlichen^ dabei bedeuten x und y zwei voneinander unab- 
hängige komplexe Veränderliche^), und die Koeffizienten afj^^ von x und y 
unabhängige Größen. Bei der Potenzreihe zweier Veränderlichen hat man 
also im allgemeinen zu unterscheiden: 

CO 

1) die Boppdreihe 5P(a:,y) ^^ a^^xf*y% 
welche bedingt oder unbedingt konvergieren kann, 

00 , CD '\ 00 

2) die ZeOmreihe F{x, y) = ^| ^ a^ü^x^' :y'''^^P^(x)y% 
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3) die Kolonnenreihe V(«,y) "^lS "^""^^(^"^2 ^^(y)^' 

4) die Diagonalenreihe 

wobei P^(x) und Q^^iy) Potenzreihen, D;^(z) eine ganze rationale Funktion 
X*^ Gfrades ihres Arguments bedeuten. 

Ist die Doppelreihe 1) absolut konvergent, so existieren die vier Werte 
sämtlich und stimmen miteinander überein. 

Bezeichnet man daher den Eonvergenzradius von P,,(^) ^^^ ^y ^^^^ 



1) Jedes Wertsystem (x^y) wird als Punkt, x nnd y als dessen Koordinaten be- 
zeichnet, unter einem „Bereut T^^ der a;-£bene werde im folgenden stets ein Kon- 
Hwuwn im Weierstraß'schen Sinne verstanden, d. h. eine Punktmenge von der Be- 
schaffenheit, daß a) jeder Punkt x derselben ein innerer Punkt der Menge ist (d. h. 
daß alle Punkte eines genügend kleinen Kreises mit dem Mittelpunkt x ebenfalls 
zu T gehören), und daß b) je zwei Punkte von T sich durch eine aus einer endlichen 
Anzahl geradliniger Stücke bestehende Linie verbinden lassen, welche ganz in T ver- 
lauft. Beffremungspunkte von T sind alsdann lediglich alle diejenigen Häufungsstellen 
von T, welche nicht selbst zu T gehören. Eine Punktmenge, weiche aus einem 
Bereich T durch Hinzufügung der Begrenzungspunkte hervorgeht, soll fortan ein 
^yBer€i4^ B^*" genannt werden. Die Gesamtheit der Begrenzungspunkte von B (also 
derjenigen Punkte von B, welche nicht zugleich innere Punkte von B sind) ist in 
der Gesamtheit der Begrenzungspunkte von T enthalten und möge die Randhirve C 
des Bereiches B heißen. Sowohl £ als C sind abgeschlossene (sogar perfekte) Punkt- 
mengen. Die analoge Bedeutung mögen die Bereiche W, T für die ^-Ebene besitzen. 
Endlich möge die Gesamtheit der Punkte {ic,y\ deren a;-Koordinate dem Bereich T 
(bzw. B), und deren y-Koordinate dem Bereich T (bzw. B^) angehören, als Bereich % 
(bzw. 1B) bezeichnet werden. Ist speziell T (bzw. ^ eine Kreisfl&che mit dem Mittel- 
punkt x^x^ {ohne bzw. mit Einrechnung der Peripherie), und T' (bzw. B') eine solche 
mit dem Mittelpunkt y » ^o i ^^ ^^^ ^ (bzw. SB) ein Kreisgebiet um den Punkt {x^ , y^) 
genannt werden. 



4 I. Bereich der absoluten Konvergenz. 

jenigen von <?^(y) mit Y y sodann mit X die uvUere Grenze aller Größen X, 
(v = 0, 1, 2, ...), mit Y diejenige der Größen F^ (ft — 0, 1, 2, ...), so ergibt sich 

als notwendige Bedingung für die absolute Konvergenz von ^{x,y\ sofern 
X und y überhaupt von null verschieden sind. 

Hieran schließt sich nun der folgende grundlegende Satz: 

Konvergiert die Doppelreihe ^{x,y) (bedingt oder unbedingt) im Funkte 
(.^oVo)} äessen Koordinaten von null verschieden seien y so gibt es höchstens 
eine endliche AneaM von jZeilen, deren Konvergenzradius Meiner als Irr^j^ 
sowie höchstens eine endliche Anzahl von Kolonnen, deren Konvergenzradius 
kleiner als {y^l ist Die Doppelreihe selbst konvergiert sicher in dem Kreis- 
gebiet \x\<iQ, | y | < p' absolut, wo q die kleinere der beiden Größen \ Xq \ 
und X, Q die Jcleinere der beiden Größen [y^] und Y bedeutet.^) 

Beweis: Aus der Konvergenz der Doppelreihe ^C^o^Vo) folgt: 

limajr)<yj=0. 

Nach Annahme einer beliebigen Größe ^ > existieren mithin zwei Zahlen 
m, n derart; daß 

Sämtliche Zeilen^ mit eventuellem Ausschluß der n ersten, besitzen also die 
Eigenschaft, daß für x =^ Xq ihre Terme mit wachsendem ^ unterhalb einer 
endlichen Schranke bleiben*), und konvergieren mithin für | a? | < | ic^j | ab- 



1) Beispiel. ^{x,y) = - — \ f- ,— ^ + a; ^ + ^^^ 

= l J^ X + X^ + X^ + X* +..,. 

+ 2y + Zxy + ix'y + 4a;»y + 4a;*y + . . . . 

+ (2y)« + (8xy)« 

+ (2y)» +i?xyY 

+ (2y)* +{^xyy 

+ 

Für j^o =* — iil^ol^Ci findet Konvergenz statt, und zwar nnr bedingte, wenn 
^ = I *o I "^C i gewählt wird. Es ist X=l, T^^, also ^ = 1, 9' = i- zu setzen. 
In der Tat findet für |a;|<[l, |y|<[| absolute Konvergenz statt, nicht aber durch- 
weg im Gebiete {a;|<[l, |y|'<ii ^uid niemals bei | ^ | ^ 1 . Natürlich kann man, 
ohne die Verhältnisse zu modifizieren, noch eine beliebige, in dem ganzen betrach- 
teten Glebiet absolut konvergente Doppelreihe hinzufügen. — Auch wenn x^ und y^ 
der Voraussetzung entsprechend beide von null verschieden sind, kann (im Falle der 
bedingten Konvergenz von $(2^0* S^o)) -^ ^^^ ^ gleich null sein, wobei dann die Aus- 
sage des Satzes naturgemäß ihre Bedeutung verliert. Vgl. des. weiteren über diesen 
Gegenstand den zweiten Abschnitt. 

2) Dies ist auch eine unmittelbare Folge von § 2, Satz I der zitierten Abhand- 
lung von A. Pringsheim (a. a. 0., p. 116). 



I. Bereich der absoluten Konvergenz. § 2. 
solut^ d. h. 

Analoges gilt fttr die Kolonnen. 
Femer liat man 

vsssn rs=n 

(|a;|<|a;ol, |y|<|yol)- 

Es konvergiert daher ^ a^^xf*y* absolut för | a; | < | XqJ, | y | < | yol; ^® ^ 



Vo 



^\ \yo\—\y 






ersten Zeilen aber, sowie deren Summe sicher für | rr | < X^ ebenso die 
Summe der m ersten Kolonnen für | y | < T, und mithin die ganze Doppel- 
reihe^ sobald alle vier Ungleichungen erfüllt sind; d. h. für {:r|<(); 

|y|<p'- 

Die Aufsuchung der Größen q, q' wird dabei zweckmäßig in der 
folgenden Weise geschehen: Haben sämäiche Zeilen die Eigenschaft, daß 
ihre Terme für x^ Xq mit wachsendem Stellenzeiger ^ unterhalb einer 
endlichen Schranke bleiben^ so ist offenbar X^la;^! und mithin p = |a;o{. 
Ist jenes aber nicht der Fall, so ist X^\xq\, und mithin q gleich dem 
kleinsten unter den Konvergenzradien derjenigen (ebenfalls nur in end- 
licher Anzahl vorhandenen) Zeilen^ welche jene Eigenschaft nicht besitzen. 
Analog bestimmt sich q' aus den Kolonnen. 

Sind sämäiche Konvergenzradien Xy^|a:o|, und sämüiche I^^^ly©!; 
was insbesondere dann eintritt, wenn die Konvergenz von ^{Xy y) in 
(^o>yo) ^^^^ absolute ist, so konvergiert ^{x^y) in dem ganzen Kreis- 
gebiet |a;|<|a;o|, |y|<|yol absolut. 



§2. 

Die Gesamtheit derjenigen Punkte {x^y), in welchen ^{x,y) absolut 
konvergiert; nennen wir den Bereich der absoliUen Konvergenz der Potenz- 
reihe, und stellen uns nunmehr die Aufgabe^ seine Gestalt näher zu 
untersuchen. 

Die absolute Konvergenz von ^{x^ y) ist gljeichbedeutend mit der 
Konvergenz der Doppelreihe 

(1) ^^^a^l^lyh «^" = K)| 

und daher nur an die absoluten Beträge der beiden Yariabeln geknüpft 
Es werde x ein spezieller (von null verschiedener) Wert beigelegt^ dessen 
absoluter Betrag r sei. 



6 I. Bereich der abBoluten Konvergenz. 

Die Konvergenz der nur positive Terme enthaltenden Doppelreihe (1) 
wiederum ist gleichbedeutend mit derjenigen ihrer Zeäenreihe 



I 00 



Diese aber ist eine Potenzreihe in bezug auf |^|; bezeichnet man mit / 
ihren Eonvergenzradius^ so gilt also: 

^(Xy y) konvergiert für | a; ! = r, I y I < ^' absolut, nicht aber für \x\='r, 
ly|>r'. Dabei ist 

-.= lim>/i?,(r) ^) 



yssOD 



Da ^(x, y) auch in dem ganzen Gebiet | a; | ^ r, | y | < r absolut kon- 
vergiert, nicht aber in dem ganzen Gebiet | a? | ^ r, \y\<ir + s, wie klein 
auch 6 gewählt sei; so läßt sich r auch folgendermaßen charakterisieren: 

/ ist die größte Zahl, welche die Eigenschaft hesitet, daß ^(a?,y) in 
dem ganzen Gebiete \x\^r, \y\<r' absolut konvergiert. 

r heiße der zu r assoziierte Kon/oergenzradius, und die Beziehung 
zwischen r und r werde ausgedrückt durch die Gleichung 

r'^ip(r), 

wo q)(r) für < r < c» völlig eindeutig definiert ist. 

Die Aufgabe, den Eonvergenzbereich mittels der Funktionen P^(x) 
sdbst darzustellen, läßt sich nicht ohne weiteres mit der gleichen Prä- 
zision losen. Aus 

\Fr{^)\£p.{r) {\x\^r) 

oder g^^Pyir), 

wo g^ das Maximum von | P^{x) \ für | a; | ^ r bedeutet, folgt nämlich 

iimV^^7 
oder r' ^ / 

wenn — — lim y^ 

definiert wird. Obwohl nun / die größte Zahl ist, fdr welche das Gebiet 
1^1^^; I y 1 < ^' ^^^ Konvergenzbereich noch vollständig angehört, so 
findet doch noch in dem Kreisgebiet 

I^K^; \y\<r' 

1) Jedoch ist -;=ic» zu setzen, falls für irgend einen Wert von v py(f) = oo 

ist, was niemals bei r<iX^ möglicherweise jedoch bei ra=X und stets bei r>X 
eintritt. 



I. Bereich der absoluten Konvergenz. § 3. 7 

(wenn aach nicht mehr notwendig f&r | o; | = r,) äbsoltite Konvergenz 3tatt^\ 
und es gut daher die Beziehung 

(2) 9{r-B)^r"^^{r) 

wie Jdein auch £ > gewählt wird. 

Nach dem Gau chy sehen Eoeffizientensatz ist nämlich, wenn r < X, 

und daher, solange p < r, 

qp 

und mithin konvergiert 

CO OD 

far|y|</'. 

Um diese zwei verschiedenen Kriterienformen in eine engere Be- 
ziehung zueinander zu bringen, erweist sich eine genauere Diskussion der 
Relation r=q){r) als notwendig. 



§3. 

/ wurde für jedes r > definiert als die größte Zahl, fQr welche 
in dem ganzen Gebiet | a; | ^ r, | y | < r' absolute Konvergenz stattfindet, 

an«! es 8^t ^ 

p = Iiniy'i»,(r). 

« 

Für jeden Wert von r ist natürlich 

0£(p{r)£Y 
und speziell gilt 

9(r)-0 fürr>X 

wo X (bzw. Y) wie bisher die untere Grenze der Eonvergenzradien samt- 
licher Zeilen (bzw. Eolonnen) bezeichnet.^ Endlich folgt aus der Be- 
deutung von r: 
(3) q>(r^) ^ 9)(r,) wenn r^ < r,. 

Wir bezeichnen mit B die untere Grenze aller derjenigen Werte 



1) Jedoch ist r" nicht unter allen Umatänden auch die große Zahl, welche 
diese Eigenschaft besitzt, wie das Beispiel Pyix) = x^ bei r » 1 lehrt. Tatsächlich 
kommt aher, wie sich nachher erweisen wird, i^' diese Eigenschaft zu, solange 
9(r -f- 0) > ist, und zwar ist dann r"= r . 

2) X imd Y können unendlich groß sein. (Beispiele: Reihe für und 



8 



I. Bereich der absoluten Konvergenz. 



von r, für welche ^(r) ~ ist, so daß stets 
und, wegen (3), 9 (r) = für r > JB. 




R 5" 



Ferner ist q>{0) zwar nicht selbst definiert, jedoch existiert wegen der 
Monotonie von ip(r) ein Grenzwert 9>(+ 0), welchen wir mit Bf bezeichnen 
wollen, so daß auch 

güt.0 

Wir wollen nunmehr den Nachweis fähren, daß die Funktion ip(r) 
im Intervall < r < B stetig ist^, schicken zu diesem Zwecke jedoch den 
folgenden Hilfssatz voraus. 

00 

Es bedeute p(x) = ^c^a>" eine Potenzreihe mit positiven Koeffi- 

zienten (c^ ^ 0), betrachtet für positive Werte ihres Argumentes, welche 
dem Konvergemsbereiche noch angehären , so daß im folgenden durchweg 
p (o?) > ist. Es gilt alsdann : 

Ist i > 1, so nimmt die Funktion 

p{x) 
mit wacJisendem x niemals ab. 

Hierzu genügt der Nachweis, daß ihre logarithmische Ableitung 



oder auch 



p{kx) p{x) — 

kX • p' (kx) ^ • JP'(«) V. rv 



1) jR kann unendlich groß sein, vorausgesetzt, daß auch X es ist. (Vgl. die 
Beispiele der vorigen Fußnote.) Andererseits kann tatsächlich jR<[X sein. Setzt 
man z. B. P^^x) = (x-\- x*-\- «•+ • • O**! ^o wird X = l , B = ^ . — Das Analoge gilt 
von B^. 

2) Wie mir erst unmittelbar vor der Drucklegung bekannt wird, ist dies schon 
von den Herren A. Meyer und Phragmän bewiesen worden. Stockh. öfv. 40 (1888). 



I. Bereich der absolaien Eonver^nz. § 8. 9 

ist, d. h. daß die Funktion ', \ ^ mit wachsendem x niemals abnimmt, 
oder endlich daß der Ausdruck 

00 

p{x)p\x) + xp{x)p'\x) — xp'^{x) ^^c^c^{v + v{v — 1) — ^v } a;^+*- » 



OO / i 






^e;^,.c,.v(2v-X) 



bestandig positiv ist. In der Tat ist jeder seiner Koeffizienten positiv; 
denn man hat, gleichgültig ob X gerade (= 26) oder ungerade (» 26 — 1) ist; 



tf— 1 



und folglich 



V=sO VsssO 



Um nun zu dem angekündigten Beweise überzugehen, sei mit r ^^r^ 
irgend ein Wert des Intervalles 0<r<22 bezeichnet. Wegen der Monotonie 
der Funktion q)(r) existieren alsdann außer dem eindeutig definierten 9>(ro) 
bestimmte Werte g>{rQ — 0) und ^(rQ + O), so daß es sich höchstens um 
„UnsteHgkeiten erster Ar^ handeln kann. Dabei gilt unter allen Umstän- 
den wegen (3): 

()P(Ä- Vo) ^ g»(ro- 0) ^ <p{r,) ^ ^{r^+ 0) ^ fpQcr,) 

wenn i > 1 beliebig gewählt wird. Zur Abkürzung werde 



gesetzt, so daß 



9>(^o-0)-^, 9(ro)«~, 9>(ro+0) = ~ 



lim yi>,(Ä- Vo) ^ »0 ^ io ^ Co ^ Um f^ji^ 

60- lim -j/p^^ro); 
Es werde nun, entgegen der Behauptung, 

9(^0— 0)>9)(ro) d.h. ao<*o 

angenommen, und es mögen zwei positive Gfrößen a und h so gewählt 

werden, daß ^ ^ , ^ , 

öto<a<6<6o. 



Da nun lim V p^(k~^r^ ^ a^, so gilt nach Ausschluß einer encUidien An- 
zahl von Werten v: 



10 I- Bereich der absoluten KonTerg^nz. 

Andererseits gibt es unendlich viele Werte von v, ftlr welche 

und folglich auch unendlich viele Werte von v, für welche beide Un- 
gleichungen statt haben. Wird v auf Werte dieser letzteren Art be- 
schränkt, so gilt also die Ungleichung 

far fl;»=Ä"VQ, und somit nach dem Hilfssatz auch för x^Jc^Tq, Legt 
man x der Reihe nach die Werte r^, kr^, 1c\y ... bei, so ergibt sich 
infolgedessen: 



P.{^r,)^p,ihr,){^y^b'.Q 



&\«^ 



Wir wählen nun für Je eine Reihe von Werten k, k^, A;», . . ., deren 
erster beliebig (jedoch > 1) angenommen sei. * Jedem dieser Werte ent- 
sprechen bei deV obigen Schlußweise unendlich viele Werte von v, von 
denen jedoch jedesmal nur einer herausgegrifPen werde, doch so, daß eine 
Reihe von wachsenden Werten Vi, v,, Vj . . . . erhalten wird. Alsdann 
ergibt sich, wenn man von den vorstehenden Ungleichungen sukzessive 
nur die erste, die zweite, die dritte, . . . benutzt: 



i',,((*^)%)-l'J*»•o)^ft'«6)' 

imd folglich 



6\« 

rssoo a= OD 

d. h. vikr^) « 



för jedes ifc > 1, was aber dem Umstand widerspricht, daß (p{kr^ > 0, 
solange &r0< B, 

Zu dem nämlichen Widerspruch führt aber auch die Annahme 

9 W > 9(^0 + 0), d. h. 6o < ^0- 



I. Bereich der absolnten Konvergenz. § 4. 11 

Wählt man nämlich zwei positive Größen b nnd c nnnmehr so, daß 

bQ<h<c<CQ 

80 gibt es nach Annahme von X; > 1 stets unendlich viele Werte von v, 
fBr welche gleichzeitig 

so daß 



[x) ^\b) 






f&r X'^ r^ und folglich auch f&r ^ > r^. Legt man daher x der Reihe 
nach die Werte kr^^ Ä^'r^, . . . bei^ so ergibt sich 

l>,(*-ro)^c'(^y""''' («-1,2,...). 

Substituiert man nun wieder f&r Je sukzessive die Werte k, k^, ki, . . ., 

bestimmt entsprechend eine Reihe von wachsenden Werten v^^ v^, . . ., 

und benutzt sukzessive die erste^ zweite^ . . . der vorstehenden Un- 
gleichungen, so ergibt sich 

(0=al, S ) 

und folglich 

Vssa OD Cr^OO \^/ 

d. h. vQ^^o) '^ 

für jedes t>l.*) 

Somit ist q)(r) für r>0 überall stetig, außer eventuell im Punkt 
r = JB, wo die drei Werte ^(i? — 0), 9>(JB), q>{B + 0) nicht übereinzu- 
stimmen brauchen.*) 

§4. 
Folgerungen. 

Nach § 2, Gleichung (2) gilt, solange < r < Z, 

wie klein auch £ > gewählt sei. Da nun 

9,(r-0)-9>(r), (0<r<B) 

1) Durch das gleiche Yerfahzen l&Ot sich auch direkt die Übereinstimmung der 
Werte <p{r^ — 0) und fp(x^-\-0) nachweisen, so daß schon die einmaligt Anwendung 
desselben ausreicht. Der größeren Übersichtlichkeit wegen wurde der obige Weg 
eingeschh&gen. 

2) Beispiel. Ist P^ (a;) = (« + o;« + ä'' H )**, so hat man JB — i, ^(JB — 0) 

= oo, 9(J2)«1, 9(JB + 0) = 0. 



12 I- Bereich der absoluten Konvergenz. 

so ergibt sich durch Grenzübergang 

r'==9)(r) 

d. h. hm y ^^ = lun YPrv) 

und es gilt somit: 

Ist < r < i?, so «(?ird der größte Wert r, für weichen 
das Kreisgebiet \x\^r, \y\<r dem Bereich der absoluten 
Konvergenz noch voUständig angehört, bestimmt dwrch 

J = lim j/p; «lim "j/jp^ (r) 



wo 



QO OD 

</, - Max I VaJL") «^ , i>,(r) - V |o{r) | f. 



ja:I=r ' ^""^ 



Der Säte behalt seine GOUigkeit hei, wenn da/rin \x\^r durch | o? | < r 



^\<^f \y\<Q ab- 
< q', wie klein auch 



ersetzt wird. Denn soll ^(x, y) in einem Gebiete 
solut konvergieren, d. h, im Gebiete \x\^r — b, \y 
£ > gewählt sei, so muß 

und somit 

9 ^ 9>(^ — 0) = q>{r) = / 

sein; im Gebiet \x\<r. \v\<r findet aber sicher absolute Konver- 
genz statt. 

9 (r) kann in dem ganzen Intervall < r < i? oder auch längs einer 
Teilstrecke^) konstant sein; es gilt jedoch: 

(p{r) kann für <r<B höchstens längs einer einzigen, und zwa/r 
mit r = beginnenden Teüstrecke konstant sein. 

Hat nämlich 9 (r) längs irgend eines Intervalles r^^r^r^ (0<^o <^i <-K) 
einen konstanten Wert r^, und bezeichnet ^(r) bei gegebenem r'>0 die 
größte positive Zahl, für welche das Gebiet \y\<r\ \x\<if(r') dem Be- 
reich der absoluten Konvergenz noch angehört, so ist einerseits 

t(r,'+d)<r, ((J>0), 

da andernfalls die Potenzreihe im Gebiet \x\<rQ, |y|<*'o'+* absolut 



00 
l)Bei.piel= ^(a,,y)=^-j-^j-^+j-^, P,(«) = ^o/«^ (2 a:) 

9(r) = l fflr 0<r^| 
9(r) = ^ „ i^r<l 
<p{r) = „ l^r. 



I. Bereich der absoluten Konvergenz. § 4. 13 

* 

konvergieren müßte ^ andererseits aber offenbar 

Da d beliebig kleiner Werte fällig ist, so bedeutet dies fOr die Funktion 
^(r ) eine Unstetigkeit an der Stelle /= r^'; ^(r') kann aber als Funktion 
von analogen Eigenschaften wie (p(r) höchstens an der Stelle / » i2' un- 
stetig sein^ und r^ muß daher notwendig mit R' zusammenfallen. 

Mit Rq sei der größte Wert von r bezeichnet; für welchen 9(r) = 22' 
ist. (22q=«0, falls für jeden positiven Wert von r q>(r)<.R\) Wird 
alsdann r auf das Intervall Rq^v <C R beschränkt, und bezeichnet man 
wieder den zugehörigen Wert von (p(r) mit /, so gilt auch umgekehrt 

tl^{r) = r. 

Denn aus /«^(r) ergibt sich zunächst ^(O^**? ^^^ *^®^ t{^') 
etwa gleich r + s (fi>0), so würde daraus g>(r + s)^r folgen, wäh- 
rend in Wahrheit 9>(r + c) < / ist. 

Um nun die volle Symmetrie herzustellen; möge im Falle r = ü jede 
beliebige positive Zahl, welche dem Intervall 9>(JB— 0)= JBq' bis 9(i?+0)=0 




angehört, als ein zu r assoziierter Radius / angesehen werden. Durch 
die Gesamtheit der Wertpaare r, / wird alsdann ein stetiger Linienzug 
dargestellt, welcher die beiden Punkte r = 0, /= JB' und r = R, r'« 
miteinander verbindet, zu Beginn des Verlaufes der r- Achse, zum Schluß 
der /-Achse parallel laufen kann, während im ganzen übrigen Verlaufe r 
beständig abnimmt, wenn r zunimmt, und umgekehrt. Die Kurve wird, 
wie sich leicht nachweisen läßt, von jedem vom Anfangspunkt ausgehen- 
den Strahl r = kr (k > 0) in einem und nur einem Punkt geschnitten 
und besitzt femer die folgende Eigenschaft: 

Sind ry r' die Koordinaten eines helidyigen Kurvenpunkts (d, h. ein 
Faar assoziierter Radien)^ so konvergiert die Fotenssreihe in jedem Punkte 



14 I- Bereich der absoluten Eonvergenz. 

des Gebiets \x\<r, | y | < / absolut, dagegen in keinem Punkte des Ge- 
biets I a; I > r, | y | > r}) 

Durch diese Eigenschaft ist aber die Kurve ebenfalls vollständig 
charakterisiert; denn sind r und r' die Koordinaten eines nicht der Kurve 
angehörenden Punktes, so verliert sicher eine der beiden Aussagen ihre 
Gültigkeit. 

Die Großen B, B' können etwa als die Maximal-, Bq, Bq als die 
Minimalradien des Bereiches der absoluten Konvergenz bezeichnet werden. 



§5. 

Wir wollen nun noch an die zuletzt gegebene (symmetrische) Defini- 
tion für die Abhängigkeit zwischen r und / anknüpfen , um von ihr aus 
auch zu symmetrischen analytischen Darstellungen dieser Ab- 
hängigkeit zu gelangen. 

Bezeichnet man mit 

i 

eine Diagonale der Doppelreihe ^ «JT^ a^ y''; («Jf ^ =- 1 (^^ü^ |); so sind die 
Punkte (r, r') unserer Kurve dadurch gekennzeichnet, daß die Summe 



oo 



^<J,(xr, x/) - ^x^d,{r, O 



für X < 1 konvei^eren, für x > 1 divergieren muß. Es besitzt also die 
durch den letzten Ausdruck dargestellte Potenzreihe in x notwendig den 
Konvergenzradius 1, und dies liefert die gesuchte Beziehmg zunschen r 
und r: 

n^i/d,(r, 0-1. 



1) Die Bedentang der Ennre läßt sich ansführlicher wie folgt ausdrücken: Ist 
(^o'S^o) ^i^ völlig beliebiger Ponkt, dessen Koordinaten beide nicht null sind, und 
wird I Xq I SB 9, \y^\=^Q' gesetzt, so gibt es nach Obigem stets einen und nur einen 
Kurvenpunkt, welcher die Koordinaten Xf , Xq' besitzt, unter X eine positive Eonstante 
verstanden. Alsdann findet absolute Konvergenz statt: 1. wenn X>-1 ist, im Punkte 
(^•1 ^o), sowie in der ganzen Umgebung desselben; 2. wenn X<[1 ist, weder im 
P^nkt (Xq, y^) noch in der Umgebung desselben; 3. wenn Isal ist 

a) in allen Punkten (o;, y) für welche | :c | < | a;^ | , 1 2/ 1 <^ I ^o U 

jedoch in keinem Punkte, für welchen | a; | > | a;^, | , | y | > | y© h 

b) falls 9<i?, noch in allen Punkten | o; | ^^ | a;^ |, | y | < | ^o 1 1 

jedoch in keinem Punkte | a; i = | «^ I » I y I > I yo I • 

c) falls q'<^R\ noch in allen Punkten | «t [ < | ar^ 1 1 i y I = I y© 1 1 

jedoch in keinem Punkte | ^ | > | ^o U | y | = | yo I • 



I. Bereich der absoluten Konvergenz. § 5. 15 

Dieselbe kann noch auf andere Formen gebracht werden. Bezeichnet 
man nämlich mit Ä^ den größten der X + 1 Terme von d^(ry r')^ so hat 
man 

xmd daher 

im 1^ ^ fi^ VS;,{r, r') ^ li^ i^(A + l)^;^. 

Da aber die beiden äußeren Ausdrücke dem Werte nach übereinstimmen, 
so gilt beide Male das Gleichheitszeichen, und man erhält so die zweite 
Darstellung: 

Endlich kann man ofPenbar noch lim Y^i durch die obere ünbestimmt- 
heitsgrenze der sämüichen Größen l/öJT^r^*/^ (^, v = 0, 1, 2, . . .) er- 
setzen, die wir mit lim *ya^^rf*r* bezeichnen können.*) So ergibt sich 

die dritte Darstellung 

ii^'*Va{r>»^V''=l.«) 

Es ist für die praktische Anwendung der Formeln bequemer, in ihnen 
r und r als Funktionen eines Parameters erscheinen zu lassen. Man er- 
reicht dies, sofern / > angenommen wird, durch Einführung des Para- 

meters A; » -r und erhält so, da einerseits 

BS" i/JJk7~/) = ^ fr'^d^Qc, 1) - / . iS Vdj^Qc) 

wo d,(k)^d,(k, l)=^«Jr>Ä^, 

und andererseits 



lim""/aJr)Ä>"r>+''- r lim '^^yä^W' 



1} Dieser obere Limes lim&jT der sämtlichen Elemente einer Doppelfolge bjp, 

welcher auch als oberer Limes der in eine einfach unendliche Reihe umgeord- 
neten Elemente h^ aufgefaßt werden kann, ist nicht zu verwechseln mit dem von 
A. Pringsheim (Math. Ann. 53 (1899), p. 294), sowie von F. London (Ebenda, 

p. 325) präzisierten Begriff des oberen Doppellimes lim&^*^ (auch obere Unbestimmt- 

heitsgrenze der Doppdfolge genannt). Ist z. B. &jE^ » 1 für y = 0, dagegen b)p=iO 
für y>-0, so hat ersterer den Wert 1» letzterer den Wert 0. Über den Zusammen- 
hang zwischen beiden vgl. § 9, p. 27, Fußnote. 

2) Für den Fall r = r' bereits von 0. Biermann angegeben. Monatsh. f Math, 
u. Phys. 8 (1897) p. 124; Math. Ann. 48 (1897) p. 895. — Fber eine weitere Modifi- 
kation dieser Darstellung vgl. § 9, p. 27. Zu bemerken ist noch, daß die Formeln 
für fsO als zugehörigen Wert von r' nicht etwa den Maximalradius JR', sondern 
den Eonvergenzradius Y^ der ersten Kolonne liefern; analog für r =»0. 
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die ßleichungen der Eunre in den beiden folgenden Gestalten:^) 

r -= kr'. 



§6. 

Es seien schließlicli in aller Kürze noch einige Sätze über absolut 
konvergente Potenzreihen angeführt; welche zwar mit den bisherigen 
Untersuchungen in keinem näheren Zusammenhang stehen, von denen je- 
doch später gelegentlich Gebrauch zu machen sein wird. 

Es sei $ (u, v) eine Potenzreihe, von welcher bekannt sei, daß sie 
im Gebiete 1 1* | < r, 1 1; | < r' absolut konvergiere. Ebenso seien 

zwei in einer gewissen Umgebung des Nullpunkts absolut konvergente 
Potenzreihen, deren konstantes Glied mit Uq bezw. v^ bezeichnet werden 
möge. Gilt alsdann 

ko i < *'; I ^0 I < ^' 

SO existiert eine Potenereihe ^(x, y), welche die Eigenschaft hat, in einem 
gewissen Kreisgebiet um den Nullpunkt absolut zu konvergieren und daselbst 
mit 5p {(p(x, y); ilf(x, y)) ubereifususUmmen. 

Der Beweis wird mittels derselben Hilfsmittel wie bei dem ent- 
sprechenden Satz über die Potenzreihen einer Veränderlichen geführt.') 

Ist speziell u^Uq+ Xy v ^Vq-\- y^ so konvergiert %{x, y) im Gebiet 
|a;|<r— 'Iwol, |y|<>*'— |t^ol absolut und stinmit daselbst mit ^(u^+x, Vf^-\-y) 
überein. Jede Potenzreihe ^(u, v) läßt sich demnach, wenn Uq, Vq ein 
innerer Punkt des Eonvergenzbereiches ist — so daß also \uQ\<ir, |vq|</, 
wo r, / ein Paar assoziierter Radien — nach Potenzen von u—u^^y ^—% 
umordnen, und konvergiert alsdann sicher absolut, solange 

I M — Wo 1 < r — I Wo I ? i «^ — ^0 1 < ^' — I «^0 1 • 



Konvergiert eine Doppelreihe ^ (x, y) in jedem Punkt eines Bereiches 83*) 
absolut, so konvergiert sie in demselben auch gleichmäßig. 

(Beweis durch Vergleichung mit der absolut konvergenten Doppel- 
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reihe ^ \^^^^q'^) ^^ Q das Maximum sämtlicher Werte \x\ des 



1) Auf die zweite derselben gelangt E. Lemaire, Bull, des sciences math. (8) 
20 (1896), p. 286. — Auch aus diesen Formeln läßt sich die Stetigkeit von r und / 
in bezog auf k erweisen; dieselbe würde jedoch umgekehrt keinen Schloß bezüglich 
der Stetigkeit der Funktion (p{r) zolassen. 

2) Vgl. hierzo auch Stolz, Arithmetik I, Leipzig 1885, p. 295. 

3) S. p. 8, Fußnote. 



I. Bereich der absoluten Konvergenz. $ 6. 1? 

Bereiches Bj q das Maximum samtlicher Werte \y\ des Bereiches B' 
bedeutet.) 

Konvergiert die Doppelreihe ^{Xy y) absolut in der Umgebung des NuOr 
punkts (d. Ä. in irgend einem Punkte {x^y y^y dessen Koordinaten nicht 
null sind)y so ist ihre Summe eine im NuUpunkt stetige Funktion, 

Denn ist eine Große £ > gegeben, bezeichnet femer q eine positive 
Zahl unterhalb |^q| und {yol, und setzt man 



so ist, wenn man noch d unterhalb (^ und ^ beliebig annimmt, für alle 

\x\<i9y \y\<fi die Bedingung 

erfallt. 

Hieraus folgt noch: 

Ist a^^ 4° 0, so gibt es stets eine Große d > 0, derart daß 

l^(^>y)l>o, 

solange | « | < *, | y | < *. 



n. stellen bedingter Konvergens. 

§7. 

Konvergiert die Doppelreihe ^(x, y) (bedingt oder unbedingt) in 
einem Punkte {x^y y^), dessen Koordinaten yod null yerschieden sind, so 
gibt es nach dem in § 1 bewiesenen Satze zwei Zahlen m, n derart, daß 

wo Xy den Konvergenzradius von Py{x)y Y^ denjenigen von Ö^(y) bedeutet. 
Es ergibt sich somit für die bedingte Konvergenz im Punkte (x^^, y^) zu- 
nächst die notwendige Bedingung: 

I^Tol^limZ^, |yol ^lim r^. 

V^ OD ^ssaOO 

Um weitere notwendige Bedingungen au&ustellen, wollen wir, wenn 
(Xq^ y^ eine Stelle bedingter Konvergenz bedeutet, deren Koordinaten, wie 
wir auch in der Folge stets annehmen, von null verschieden sind, folgende 
vier Möglichkeiten auseinanderhalten: 

b) \x^\>X \y^\^T 

d) |a;o|>X |yol>^ 

Dabei soll, wie früher, X die untere Grenze aller Größen X^, Y die- 
jenige aller Y bedeuten.*) 

Die Anwendang des oben erwähnten Satzes ei^bt alsdann weiter 
folgendes: 

Im Falle a) konvergiert ^{Xyy) in dem ganzen Gebiet |2;|^|a:o|, 
I y I ^ I ^0 1 (^^^'^^ die Stelle (x^, y^ kann sich demnach nur am Bande des 
Bereiches der absoluten Konvergenz befinden. 

Im Falle b) konvergiert ^(x, y) im Gebiet \x\<,X, |y | < i^ol *^' 
solut; mit andern Worten es muß nach der angenommenen Bezeichnungs- 



1) X und T können auch gleich sein. 



n. stellen bedingter Konvergenz. § 7. 19 

weise (§ 4) der MaximcUradius der o:- Ebene i2 » X und der Minimal- 
radius der y- Ebene JBq'^ I^qI b^^- 
Im Falle c) muß analog: 

Im Falle d) endlich konvergiert Sß(x, y) im Gebiet |a;|<X, |y|<r 
absolut; infolgedessen muß i?Q = JB = X, JB^' == J2' =» F sein, d. h. der 
(wahre) Bereich der absoluten Konvergenz ist das volle Exeisgebiet |:r{ <X; 

\y\<y'') 

Den Fall a), bei welchem es sich nur um den Rand des Bereiches 
der absoluten Konvergenz handelt, lassen wir zunächst außer Betracht, 
und knüpfen an den Fall | rc^ | > X weitere Überlegungen an, so daß die 
folgenden Ausführungen sowohl in dem Fall b) wie in dem Fall d) 
Oeltung haben. 

Aus der bedingten Konvergenz in {x^^ y^ folgt (p. 5) die absolute 
Konvergenz der Doppelreihe 
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im Gebiet | a? | < | a^o 
müssen sich, da X < 



^0 



y I '^ I Vo I • Ulster den n ersten Zeilen hingegen 
, solche befinden, deren Konvergenzradius Xy< Xq\ 
ist. Es seien, in wachsender Reihe geordnet, v = a, ß, , . ., x diejenigen 
Indizes, für welche dies eintritt. Alsdann gilt: 

Der Konvergeneradius des als Potenzreihe in x aufgefaßten Ausdnu/cks 



ist mindestens gleich \x^\. (Die Anzahl der Werte a, ß, , ., x muß also 
großer als 1 sein.) 

Beweis. Bezeichnet man 



2'^<^*5 = ^i'' 



fissO v=aO 



SO konvergiert die Doppelfolge S^^\ Ist S ihr Grenzwert, so existieren 
mithin zwei Zahlen Jf, N, derart, daß 



S-Sj:)\£g förj^l^ 



wenn ^ > beliebig gewählt ist. 

Ist also tiQ ^ N, so bleiben die Großen S^f^ und daher auch 



1) Die hier nnter b) c) d) gemachten Aussagen verlieren, falls X oder T gleich 
null ist, ihre Bedeutung. Dies gilt jedoch nicht von den nachfolgenden üntersnchnngen. 
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S(^«.)_SWj»a^2'«?>yS 



y=0 



mit wachsendem ft unterhalb einer endlichen Schranke, und daher kon- 
vergiert die Potenzreihe 






für I ^ I < I i^o I •^) Wird überdies n^ > » gewählt, so folgt hieraus die Be- 
hauptung, da die eyentuell wegzulassenden Zeilen ebenfalls einzeln für 
x\<\x^\ konvergieren. 

Unter den Eonvergenzradien X^, X^, . ., X^ ist der kleinste gleich X 
selbst. Diejenigen unter den Werten v =« a, /J, . ., x, für welche X^=^ X 
ist, seien in wachsender Folge mit y, d, . ., £ bezeichnet. Es sei nun 
eine positive Größe q in folgender Weise bestimmt: Ist X^= X für 
sämtliche Werte -v = a, j8, . ., x so sei (» = | Xq I; bildet aber das System 
y, d, . ., £ nur einen Teü des Systems a, j8, . ., x, so sei q = X', wo X' 
den nächst X kleinsten der Werte X^, X^, . . ., X^ bedeute. Da nun 

die Potenzreihe ^ ylP^(x) für |a;|<() konvergiert, so gilt auch das 

gleiche von ^ yJ^yC^); da die eventuell fortgelassenen Potenzreihen 

einzeln f£lr |a;{<() konvergieren. Es ergibt sich also folgendes: 

Findet in einem Punkte (rc^, y^ (bedingte) Konvergens statt y und ist 
a?o I > X, wo X die untere Grenze der Konvergemradien sämtlicher Zeilen 



1) Dagegen läßt sich ans der Konvergenz von ^(a;^, y^) auch im vorliegenden 

»«o 

Falle nicht der Schluß ziehen, daß es eine Zahl n^ gibt, fOr welche ^Vo^Ax^) ^^^ 

00 OD 

konvergiert. Beispiel: Po(«) = ^(2«y, -Pi(«) -^{(- 1/*— 2^*} «^; 



Im Funkt (1,1) konvergiert die Doppelreihe (bedingt), da sie hier (wenn die beiden 
ersten Zeilen vereinigt werden) gleich 

1 — 1 + 1 — 1+- • ■ 

-i+i-i+i 

-* + f- 1- + 1- 

-i+i-i+i 

wird, also die Summe besitzt. Dagegen konvergiert die Summe der N ersten Zeilen 
nicht, wie groß auch N gewählt werde. 
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bedeutet, so konvergiert die Potenzreihe 

ylPy(x) + ffiP,{x) + . . . + ylPXx) 

gebildet aus denjenigen (stets und zwar in endlicher Anzahl vorhandenen) 
Zeilen, welche den Konvergeneradius X besitzen, Ober \x\ = X hinaus (näm- 
lich ^ |a;| <()). Die Anzahl dieser Zeilen ist also mindestens zwei. 
Offenbar gilt das gleiche auch fär die Potenzreihe 

S(x, yo) - P,(x) + y, P^^, («) + ... + y-r p^x) 

da die eventuell hinzugefügten Potenzreihen wiederum einzeln f&r | o; | < (^ 
konvergieren. 

Es sei nun £ — 7^ » r gesetzt und wir wollen annehmen, es finde 
(bedingte) Konvergenz in r + 1 Punkten (x^^, y^, {x^, y^), . . ., (x^, y^ 
statt, welche den Bedingungen \x^\>Xy . . ,, \x^\'>X genügen, mögen, 
während die Größen y^, y^, - "fVt ^^ü^hig, aber sämtlich verschieden 
seien. Alsdann hat jede der r + 1 Poteuzreihen in x 

S(x, y,) - P/«) + y, P^^^ix) + ... + ylP,ix) 

S{x, y,) - P^(x) + y, P^^,{x) + ■■■ + yjP.(a;) 

8(x, y.) - P/«) + y,P,+i(a;) + • • • + yjP.(a;) 

einen Eonvergenzradius, welcher größer als X ist; der kleinste derselben 
möge mit Qq bezeichnet werden, so daß auch Qq > X. 

Vermöge dieser t + 1 Oleichungen lassen sich nun aber die Potenz- 
reihen Py(x)y Py+i(a?), • • -, -P,(^) homogou und linear (mit von x unab- 
hängigen Koeffizienten) durch die Potenzreihen S{x,yQ), S(x,y^),..., 
8(x, y^ ausdrücken; denn die Determinante des Systems ist als das 
Differenzenprodukt der Größen y^, y^, . . ., y^ von null verschieden. Es 
müßten infolgedessen die Potenzreihen PJx), P^(x), . . ., P,(^) selbst für 
I o; I < ()q konvergieren, während sie tatsächlich nur den Eonvergenzradius X 
besitzen. Die Annahme war daher unzulässig und wir erhalten das Resultat: 

^(x, y) hmn, sobald |a;| > X isi, höchstens für x (feste) Werte von 
y noch konvergieren. Gibt es Zeilen, und zwar in nur endlicher Anzahl, welche 
X selbst zmn Konvergenzradius haben, so ist x gleich der Differenz der 
Stellenzeiger v der ersten und der letzten unter denselben; gibt es jedoch 
keine oder unendlich viele solcher Zeüen, so ist x ^ 0.^) 

Die gleiche Betrachtung läßt sich für den Fall { y { > F durchführen, 
und man erhält also schließlich folgende Zusammenstellung: 

a) Im Gebiete | ^ | ^ X, { y | ^ F kann bedingte Eonvergenz 
höchtens am Rande des Bereiches der absoluten Eonvergenz 
stattfinden. 

b) Im Gebiete \x\> X, \y\^y kann (bedingte) Eonvergenz 
höchstens für r Werte von y stattfinden; dabei ist x eine 

1) Letzteres folgt bereits aus dem in § 1 bewiesenen Satze. 



i 
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endliche Zahl, welche die soeben ausgesprochene Bedeutung 
besitzt. 

c) Im Gebiete | a; | ^ X, | y | > T kann (bedingte) Konvergenz 
höchstens für t Werte von x stattfinden; dabei ist t eine 
endliche Zahl^ welche die analoge Bedeutung für die Ko- 
lonnen besitzt. 

d) Im Gebiete | a; | > X, | y | > F endlich kann (bedingte) Kon- 
vergenz höchstens in tt' Punkten stattfinden. 

00 

Beispiel. 9^{x,y)^y'\^, also P,(a;) P,{x)^^af, 

P^(x) « außer für v = 2 und v = 5. Für | a; | < 1 findet absolute Kon- 
vergenz statt; für |a;|^l aber noch bedingte Konvergenz^ falls y eine 
dritte Einheitswurzel ist. Tatsächlich ist hier r » 3. Natürlich kann man^ 
ohne die Verhältnisse zu modifizieren^ noch eine beliebige^ in dem ganzen 
betrachteten Gebiet absolut konvergente Doppelreihe hinzufügen. 



§8. 

Es wurde gezeigt, daß, wenn %{Xj y) im Punkt {x^, y^ konvergiert, 
die Summe derjenigen (höchstens in endlicher Anzahl vorhandenen) Zeilen, 
deren Konvergenzradius kleiner ist als IoTqI, für y^y^ stets eine Potenz- 
reihe in X darstellt, welche für | o; { < | rr^ { konvergiert. Dagegen ist, 
vorausgesetzt, daß sämtliche Kolonnen für |y|<|yol konvergieren, die 
Konvergenz der nach Abscheidung jener Zeilen übrig bleibenden Doppel- 
reihe zwar für I o; I < I aJo I, | y | < | ^o 1? ^^^ ^^ /*^ V ^Voy I ^ I < I ^o I 
erwiesen. Wir wollen nun noch nachweisen, daß auch ^{x, y^) selbst für 
I :r I < { o^o { konvergiert (wenn auch ev. nur bedingt), falls noch vorausgesetzt 
wird, daß sämtliche Kolonnen für y — y^ (bedingt oder unbedingt) kon- 
vergieren (so daß I yo I ^ ^; ^®^ Punkt (^Pq, y^ also der Bedingung a) 
oder b) entspricht).^) Der Satz lautet: 

Konvergieren fwr y ^y^ sämtliche Kolonnen (bedingt oder unbedingt) , 
wfid konvergiert die Doppelreihe ^(rc, y^) selbst für x = aJq, so konvergiert 
sie cmch für \x\<\Xq\. 

Beweis. Zunächst ist klar, daß wenigstens die Kolonnenreihe für 
|a:|<|a:o| konvergiert. Denn aus der Konvergenz der Doppelreihe ^(irQ,yQ)=»S 
und ihrer sämtlichen Kolonnen folgt (§ 1) die Konvergenz ihrer Kolonnen- 
reihe gegen den nämlichen Wert S, d. h. 

Q{^> yo)-2QM)^-^ für a?-a;o 

und folglich konvergiert diese Summe auch für | o; | < | o^q | . 

1) Daß die Bedingung | ^o I ^ ^ ^^^h eine notwendige ist, folgt nnmittelbar 
aus dem Vorangehenden. 



n. stellen bedingter Konvergenz. § 8. 
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Nun lassen sich wegen der Konvergenz der Doppebreüie und der 
Eolonnenreihe in ^(^o; Vo) °^^ Annahme von £ > zwei Zahlen Jf, N 
derart bestimmen^ daB sowohl 



ifi n 



22<'-8\£{ far 



als auch 



^=sO ysBsO 






m 0» 



2 2^i!^-S\^i ftrm^Jf 



^BSO VBbO 



wo 
so daß 



<) "- a^^xfly; 



09 



m OD 



m n 



m OD 



22'^'-22<'\-\22'i'\^ 



/l=sO Va=0 



flsaO yssO 



und daher 



2" <'*^ 



r^n+l 



^ssO » = «4-1 



m^Jlf 



8 

2 



^s für ^ 






Da jedoch auch die Jtf + 1 ersten Kolonnen konvergieren, so ergibt 
sichy indem man eventuell N durch das größere N' ersetzt : 
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£s für n'^ir. 

(m-0, 1,2...) 
Ersetzt man Xq durch einen Wert x, für welchen |;r | < | a;o {, so geht 



X 



u^^ in Jc^u^^ über, wo Ä; = — , | i | < 1. Ist nun die Summe der Kohf^ 
nenreihe 



oo 

2 



y=0 



SO zeigen wir, daß auch die Doppelreihe ^{x, y^) die Summe S' besitzt. 
In der Tat ist 



m 



m 



OD 



OO 






/issO v»0 



Wegen der Konvergenz von Q{Xq, y^) läßt sich aber nach Annahme von 
6 > 0, wenn noch £'=a(l — |i|) gewählt wird, Jlf' so bestimmen, daß 



2« 

»=0 



^s' fÜrm^Jf', 
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und N'y wie oben auseinandergesetzt, so, daB 
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£s (w=.0, 1,2...) fiirn^iV''. 



Für jedes Wertepaar m ^ M\ n'^N' wird alsdaTin 



m n m 






00 



= «'21*1''^ l^"**' q.e.d. 

Liegt der Punkt (xq, y^ innerhalb des Bereiches der absoluten Kon- 
vergenz, so wird durch den Satz nichts Neues ausgesagt. Ist jedoch (Xq, y^) 
ein Bandpunkt desselben, d. h. sind | a;^ | » r, { y^ { = / ein Paar assoziierter 
Badien, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder ist / kleiner ab 
der Maximalradius ü', alsdann sind die Punkte |a;| < {o^ol, y ^ yo wiederum 
innere Punkte des Eonvergenzbereiches. Oder aber es ist r »U', als- 
dann werden die Punkte {a!:|<|:ro|, ^ = ^q ebenfalls Bandpunkte; für 
diese findet also dann auch noch (ev. nur bedingte) Konvergenz statt, falls 
JB'< F ist; ist R'^ Y, so gilt noch das gleiche, wenn nur fÖr y^^y^^ 
samtliche Kolonnen noch konvergieren. Liegt endlich {x^y y^ außerhalb 
des Bereiches der absoluten Konvergenz, so kann es sich, da dies im Fall a) 
nicht möglich ist, nur noch um den Fall b) handeln, in welchem a;^ { > X 
ist; auch in diesem Falle konvergiert also, falls | ^o I '^ ^j ^^^^ ^^^ 
wenigstens alle Kolonnen für y ^y^ noch konvergieren, die Doppelreihe 
?(^; yo) filr alle |a;| <|iro 



l + ^t^yV 

Beispiel. ^(a?, y) "^^ , 

also 

Der Bereich der absoluten Konvergenz ist das volle Gebiet |rt;|<l, 
|y|<l, so daß 

Wird I a^Q I < 1 gewählt, so findet für x '^ Xq, y ^ yQ==l (also am Bande 
des Bereiches) bedingte Konvergenz statt, für y ^^yo konvergieren alle 
Kolonnen (bedingt); dementsprechend findet für aUe Punkte |^|<|a:o|, 
y '^ tfo ebenfalls (bedingte) Konvergenz statt. 

Für den Fall | rr^ | > X stellen alle bisher aufgefOhrten FaUe bedingter 
Konvergenz Beispiele dar« 
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§9. 

Es erschien (p. 5) als eine notwendige Bedingung für das Eintreten 
der (ey. nur bedingten) Konvergenz in (Xq, y^) die Existenz zweier Zahlen 
m, fiy für welche 

CO 

im Gebiet \x <|a?ol» |y|<|yol absolut konvergiert^) Wir wollen 
schließlich noch eine explizite Darstellung des Gebietes geben^ in welchem 
diese Bedingung erfaUt ist. Besteht namKch zwischen q und q' die 
Relation 

so ist die genannte Bedingimg stets erfiiUt, wenn gleichseitig \xQ\<.(fy 
I ^0 1 < Q, jedoch niemals erfüllt, wenn gleicheeitig | a;^ | > (>, | y© I ^ ?'♦ 
Dabei bedeutet 

5 - Hm b^) 
den oberen Doppellimes der Doppelfolge der (positiven)' Größen 

welcher durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert wird:') 
Nach Annahme von £ > gibt es 

1. zwei Zahlen m, n derart, daß 



¥!}^B + B für 



v^n 



2. unendlich viele Wertsysteme /i, v^ welche jede beliebig groß 
vorgeschriebene Zahl übersteigen, und fOr welche 

Beweis. Ist \xQ\<Qy \yQ\<9 ^^<^ bestimmt man t gemäß den 
Ungleichungen 



x^ 



<t<l, i^<^<l 



SO gibt es, da £ » 1 ist^ zwei Zahlen m, n derart^ daß 

1) Diese Bedingung enthalt die zu Beginn des § 7 angegebenen in sich. 

2) A. Pringsheim: Znr Theorie der zweifach unendlichen Zahlenfolgen, § 2. 
Math. Ann. 68 (1900), p. 294; F. London: Über Doppelfolgen und Doppelreihen, 
ebenda, p. 825. 
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so daß die Snmme 



OD 



2'<M^I''|y|'<2'|Jr 



^0 



ist und mithin für | ^ | < 

Ist jedoch I ^0 1 ^ (^1 
daS 

9<\^\<\^o\f p'<|y|<lyo 



^0 1; I y i < I yo I tonrergiert. 
Vo I ^ Q\ ^^ ^^^ ^^^ Punkt (x, y) so gewählt^ 



und die positive Große t so^ daß 



1<T<^, l<r< 



Alsdann gibt es, wie groß auch m und n angenommen werden, beliebig 
viele Wertsysteme f* ^ w, v ^ n, far welche 

oder 

so daß in 



« 



unendlich viele Summanden ^ 1 werden. 

Die Oleichung zwischen q und ()' läßt offenbar eine ähnliche Para- 
meterdarstellung ,zu wie die entsprechende Gleichung in § 5. 

Beispiel. Es sei 

P.(») - P.(») - 

Hier ist X~^, F=l, und der Bereich der absoluten Konvergenz ist das volle 
Gebiet | o; { < X, \y\ < T» Dagegen ist die in Bede stehende notwendige 
Bedingung fQr die bedingte Konvergenz, wie leicht zu sehen, noch in je- 
dem Punkt (a?o, y^) erfüllt, für welchen |a?Q| < 1, ly^l < 1, und die an- 
gegebene Relation zwischen q und p' wird dementq)rechend befriedigt, 
sobald gleichzeitig 0<p^l, ()'=1 oder p =* 1, < p'^ 1. Tatsäch- 
sächlich findet für ^o ^ i; i ^ I ^o I '^ ^ bedingte Konvergenz statt. (Dieses 
Beispiel lehrt zugleich, daß die Absonderung einer endlichen Anzahl von 
Zeilen und Kolonnen, wenn sie es auch stets ermöglicht, den Bereich der 
absoluten Konvergenz bis an irgend eine vorgeschriebene Stelle bedingter 
Konvergenz heran auszudehnen, es doch nicht immer gestattet, den Be- 
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reich so weit anszudehnen, daß er gleichzeitig sämüiche Stellen bedingter 
Konvergenz umfaßt bezw. berührt.) 

Das obige Ei-gebnis kann noch dazu benutzt werden , um den Be- 
reich der absoluten Konvergenz in einer etwas veränderten Weise darzu- 
stellen. Oenügt nämlich der Punkt {x^, y^) speziell den Ungleichungen 
I rTo I < Xy I ^0 1 < F, so ist fQr ihn die in Bede stehende Bedingung 
offenbar dann und nur dann erf&Ilt, wenn er im Innern oder am Bande 
des Bereiches der absoluten Konvergenz gelegen ist. Der Bereich der 
absoluten Konvergenz ist also nichts anderes als derjenige Teil des oben 
dargestellten Gebietes, welcher zugleich dem Gebiete | rr | < X, | y | < T 
angehört, und es gUt daher: 

Dasjenige SUkk der du/rch die assoziierten Sadien r, r g^Hdeten Kurve 
(§ i)y welches mit keiner der beiden Geraden r » X, / = Y sftisammenfäUty 
gestattet auch die Darstellung:^) 

und mithin folgende Parameterdarstellung: 



^ = Km ''^i/i^, r = */. 



1) Der ZuBammenhang zwischen dieser Darstellung des Bereiches der absoluten 
Konvergenz nnd der frfiher (§6) angegebenen 



lim ^yaJTt^r"' « 1 

kann auch direkt nachgewiesen werden. 

Igt nämlich VjP eine Doppelfolge reeller Größen, so stehen die beiden Grenz- 
werte _^ 

S» lim 5)r> und B» Im h^ 

in der folgenden Beziehung zueinander: 

Bezeichnet noch 5«>) die cibere Crrenge der sämtlichen Größen ¥^ «» lim hp 

fl-sa OB 

nnd h^ die obere Grenze sämtlicher Größen bfi » lim b\P, so ist B stets mit der 

größten der drei Zahlen b^^\ b^ ^'^ ^ identisch, 

Ist nun biP — '**■{/ aJ^f^r'^ so wird b^"^ «^, 6^ ^ -r-, also 6^ « ^, 6o = y- 

Die allgemeine Belation B =»= 1 zwischen den assoziierten Radien r, / kann demnach 
ersetzt werden durch die drei Ungleichungen: 

mit der Maßgabe, daß mindestens einmal das Gleichheitszeichen gelten muß. Ist 
also speziell r<[X, /<[ F, so muß (in Übereinstimmung mit dem Text) B^*»l sein. 



m. Konvergenz der Zeilenreihe. 

§ 10. 

Während bei einer Doppelreihe Sß(x, y) bedingte Konvergenz nur 
am Rande des Bereiches der absoluten Konvergenz^ sowie allenfalls außer- 
halb des letzteren noch für einzelne Werte je einer der beiden Veränder- 
lichen — somit in höchstens drei- bzw. zweidimensionalen Oebieten — 
eintreten konnte, so kann die Zeüenreihe P{x, y) sehr wohl in einem 
Bereich %^)y ja sogar für jeden endlichen Wert von x und y*) konver- 
gieren, selbst ohne daß die Doppelreihe (außer für y = 0) irgend eine 
Konvergenzstelle besitzt. Es wird somit zunächst die Aufgabe sein, den 
Konvergenzbereich der Zeilenreihe einer vorgelegten Potenzreihe näher 
zu untersuchen, während wir uns die Behandlung der Frage, inwieweit 
sich der durch die Zeilenreihe definierte Ausdruck in passend gewählten 
Teilbereichen mit absolut konvergenten Doppelreihen identifizieren läßt, 
für später vorbehalten wollen. 

Die Zeilenreihe 



OO 00 



einer Potenzreihe zweier Veränderlichen ist für jeden Wert von Xy für 
welchen sämtliche P^{x) einen endlichen Wert besitzen, eine Potenzreihe 
in bezug auf y. Die Veränderliche x ist also von vornherein der Be- 
schränkung 

'x\<X 



unterworfen, wo X wiederum die u/wtere Grensse der Konvergenzradien 
Xy sämtlicher Zeilen bedeutet.*) Wird der Veränderlichen x irgend ein 



ao 



1) Beiapiel. P^{x) = (a; — 2)**; P{x, y) = ^{x — 2)*^y* konvergiert bei jedem 

endlichen y, falls \x — 2|<[1. Die Doppelreihe dagegen kann (außer für ^ = 0) 
nirgends (bedingt oder unbedingt) konvergieren, da die Eonvergenzradien sämtlicher 
Kolonnen gleich sind. 

2) Ein Beispiel dieser Art wird in § 28 behandelt werden. 

8) Dagegen gilt hier nicht melir die Beschränkung | y | ^ F. (Vgl. das Bei- 
spiel in Fufin. 1).) 
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Wert beigelegt; und bezeichnet pian alsdann mit q den Eonyergenzradins 

OD 

der Potenzreihe ^ P^(x)y'', 



y«0 



i-liml/lP^^) 

SO konvergiert P{x, y) für | y | < (>', divergiert dagegen ftlr | y | > 9'. 

Umgekehrt wird also, wenn man die Werte von y auf das Innere 
eines Kreises um den Nullpunkt mit gegebenem Radius q beschrankt^ 

die Gesamtheit P der Werte von x^ für welche P(rc, y) konvergiert, dar- 
gestellt durch die Ungleichung 

Über die Gestalt eines solchen Gebietes der a;-Ebene lassen sich jedoch 
von vornherein keinerlei allgemein gültige Aussagen machen. Dasselbe 
kann z. B. (auch für jeden Wert von q') aus einer nur abzählbar unend- 
lichen Menge von Punkten, oder auch aus einer geraden Linie bestehen.^) 
Andererseits kann es sich auch aus mehreren getrennten zweidimensionalen 
Bereichen zusammensetzen.') 

Es wird infolgedessen von Vorteil sein, die samtlichen Potenzreihen 
^{Xy y) hinsichtlich des Verhaltens ihrer Zeilenreihe P(x, y) in zwei Klassen 
zu sondern, und zwar eine vorgelegte Potenzreihe der einen oder der 
andern Klasse zuzuweisen, jenachdem es in der a:-Ebene einen Bereich B^) 
gibt, in welchem die Zeilenreihe für irgend einen (von verschiedenen) 
Wert y »- Vo durchweg konvergiert, oder nicht. (In dem einen Falle bleibt 
lim y|Py(a:)| in B unterhalb einer endlichen Schranke, während in dem 

andern lim l/{Py(a:)| in jedem noch so kleinen zweidimensionalen Gebiet 
beliebig große Werte annimmt.^)) 



1) Dem Symbol lim A^ ist, wie bisher, stets der Wert 00 beizulegen, wenn 
auch nur eine der Ghrößen A^ nnendlich grofi ist. 

2) Beispiele. 1. WaMt man P^(a?)«= vi ^1 — — Vl--~V ■ • (l--— Y(a;^4.0), 

so konvergiert, y^O vorausgesetzt, P(x,y) dann und nur dann, wenn x mit einer 
der Stellen rc^, a^j • • • zusammenfällt; dabei sollen die Werte rc^, rc,, . . . der einzigen 
BeschjAnkung unterworfen sein, daß ihre Häufungsstellen unter ihnen enthalten sind. 

2. Wählt man P^{x) = «»*''«* -(- c"**^**, so konvergiert, < | y K 1 vorausgesetzt, 
P(x, y) dann und nur dann, wenn x reell ist. 

d) Beispiel. Fy{x) ^=^ {pd^ — 4)^. Der Eonvergenzbereich in der o;- Ebene ist 
hier, unabhängig von ^, das (Gebiet \x^ — ^|<[1 und besteht daher aus zwei ge- 
trennten Stücken. Weiteres Beispiel in § 13. 

4) S. p. 8, Fußn. NatOrlich würde es hier genügen, sich auf die Betrachtung 
kreisförmiger Bereiche zu beschränken. 

6) Beist>iele für den letzteren Fall liefern die beiden unter 1) aufgeführten 
Doppelreihen, und zwar die erste derselben auch dann, wenn die Werte 0^,0:,,... 
vöUig willkürUch sind. (Vgl. § 14.) 
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Die weiteren Untersachungen knüpfen natorgemäB an den ersteren 
Fall an. Wir beweisen zunächst den sdlgemeinen Satz: 
Konvergiert die Potemsreihe 

deren Koeffizienten jetzt hdiebige von x abhängige Größen sein mögen, im 
Punkt y = yo f^^ ^^ Werte von x, i/odche einem gewissen Bereich B der 
x-Ebene angehören, und sind die Py(x) in B sämüich stetig, so gibt es 
stets einen zweidimensionalen TeHberüch B^ von B, in bezug auf wdchen 



00 



^ P^(x)y* sicher gleichmäßig konvergiert, solange 1 y | < | y© I ♦^^• 

Beweis. Nach Annahme einer beliebigen positiven Größe Q läßt 
sich jedem Ponkt x des Bereiches B eine ganze Zahl n derart zuordnen, daß 

\P.{^)'yl\£G für i;^n. 

Durch diese Zuordnung wird umgekehrt jeder positiven ganzen Zahl n 
eine endliche oder unendlich große Anzahl von Punkten x des Bereiches B 
zugewiesen. Es sind nun zwei Falle denkbar. Entweder gibt es eine 
Zahl n^n^ von der Beschaffenheit, daß die zugehörigen Punkte x eine 
in einem gewissen zweidimensionalen Teilgebiet B^ von B uberaü dichte 
Punktmenge bilden, oder es gibt eine derartige Zahl n nicht. 
In dem ersteren Falle gelten die Ungleichungen 

fdr eine unendliche Anzahl von Werten x, welche eine in Bq überall dichte 
Punktmenge bilden, und daher wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von 
P^(x) offenbar auch für jeden Wert x des Bereiches Bq. Mithin konver- 

giert y Py(fl;)y*' im Bereich Bq gleichmäßig, solange |y|<|yoi- 

Es bleibt nun noch die zweite Möglichkeit zu untersuchen, nämlich 
daß es keine Zahl n » 92q von der obigen Beschaffenheit gibt; wir zeigen, 
daß dieselbe auf einen Widerspruch führt.*) 

Zunächst ist die dem Wert n = zugeordnete Punktmenge x nach 
Annahme in keinem Teilgebiet von B überall dicht, mithin gibt es sicher 

1) Einer aoalogen Schlnßweise hat sich, wie ich erst nachträglich bemerkt 
habe, Herr Osgood mehrfach bedient. (Vgl. Zweite Note über analytische Funktionen 
mehrerer VeräMderlichen. Math. Ann. 68 (1900), p. 462.) Während femer nnter den 
bloßen YorauBsetzungen des Textes die Existenz yon Teilbereichen gleichmäßiger 
Konvergenz für y^^y^ selbst nicht nachweisbar ist, so wird dieselbe, sobald voraus- 
gesetzt wird, daß die P^{x) in B reguläre analytische Funktionen sind, ebeofallfi 
durch Untersuchungen des Herrn Osgood dargetan. {Note on the functions defined 
by infinite series, whose terms are analytic functions. Ann. of Math. (2) 6. (1901) §§ 1 
und 2.) Mit dem Gesagten hängt es zusammen, daß der letztere Satz zum Unter- 
schied von den^jenigen des Textes auf eindimensionale a:-Bereiche nicht übertragbar ist. 
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ein Teilgebiet B^ yon B^ welches keinen der zn n » gehörigen Punkte 
X enthalt. Die dem Wert n^l zugeordnete Punktmenge ist wiederum 
in keinem Teilgebiet yon B überall dicht, also auch nicht in B^; d. h. es 
gibt ein Teilgebiet B^ yon B^, welches auch keinen der. zu n » 1 ge- 
hörigen Punkte enthalt, ebenso ein Teilgebiet B^ yon B^y welches keinen 
der zu n » 0, 1, 2 gehörigen Punkte enthält, u. s. f. Da nun jedes der 
Gebiete B^ B^^ B^, . , . alle folgenden enthalt^ so muß es mindestens einen 
Qrenzpunkt x^x' geben, welcher jedem der Gebiete B, B^ B^, - - » an- 
gehört. Da aber dem Punkt x ^ x' ebenfalls ein Wert n^^n zugeordnet 
war, so kann derselbe in Wahrheit den Gebieten B^,^^, B^,^^, . , ,mc3it 
mehr angehören. 

Der Satz gilt offenbar insbesondere für die Zeilenreihe P{x, y) 

CO 

~ ^^ P^(x)y^ einer Potenzreihe; dabei kann derjenige Teil der Voraus- 

Setzung, welcher sich auf die Stetigkeit der Koeffizienten Py{x) bezieht, 
als yon selbst erfüllt, fori;gelassen werden. 

Die Sonderung der Potenzreihen in die beiden Klassen hinsichtlich 
des Verhaltens ihrer ZeQenreihe bleibt demnach sachlich ungeändert^ 
wenn bei der obigen Festsetzung das Wort „konyergiert^^ ersetzt wird 
durch „gleichmäßig konyergiert^ 



§ 11. 
Die gleichmäßige Konyergenz der Zeilenreihe in bezug auf x^) tritt 
bei den meisten die Zeilenreihe betreffenden Untersuchungen in den 
Vordergrund. Nachdem ihr Vorkommen bei allen Potenzreihen der einen 
der beiden obigen Klassen nachgewiesen ist, wollen wir zunächst ihren 
Bereich analytisch charakterisieren. 

x\<X 



Wir wählen in der a;-Ebene einen beliebigen, dem Gebiet 
angehörenden Bereich f) und bezeichnen das Maximum des absoluten 
Betrages yon P^(x) in demselben mit g^. Alsdann gilt: 

Die Gesamtheit der Stellen y « y^, für welche P(rr, y^ in besfug awf B 
gleichmäßig konvergiert y erßäU einen Kreis um den NuUpunkty welcher 



oo 



identisch ist mit dem Konvergenzkreis der Potenzreihe ^ g^y\ (Das Ver- 

halten yon P(xj y^ bleibt jedoch zweifelhaft, wenn y^ auf der Peripherie 
dieses Kreises gelegen ist.) Denn einerseits folgt aus der absoluten Kon- 



1) Konvergiert eine Zeilenreihe f&r jeden Wert y eines Bereiches T gleich- 
mäßig in bezng auf die Umgebung jeder Stelle x eines Bereiches T, so konvergiert 
dieselbe offenbar auch gleichmäßig in bezng auf die volle Umgebung jedes Punktes 
(x, y) des so definierten Bereiches %, 

2) Über die Bezeichnung der Bereiche vgl p. 8, Fußn. 
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vergenz von ^ g^ffl die gleichmäßige Konvergenz von P(x, y^) im Be- 

reich B] andererseits aus der gleichmäßigen Konvergenz von P(x, y^) im 
Bereich B die absolute Konvergenz von ^ g^y* für | y | < | y^j |, da ^^ | y^, |* 

mit wachsendem n unterhalb einer endlichen Schranke bleibt. 

Man kann nun wieder umgekehrt y auf das Innere eines Kreises mit 
gegebenem Radius f um den Nullpunkt beschranken und nach dem zu- 
gehörigen Gebiet der gleichmaßigen Konvergenz in der a;-Ebene fragen. 
Dasselbe wird erhalten, wenn man von der oben (§ 10) definierten Ge- 
samtheit P derjenigen Werte von x ausgeht, für welche P(Xy y) bei allen 
|y <^' überhaupt konvergiert, und nur diejenigen Punkte von P bei- 
behält, welche nach Annahme eines beliebigen Wertes yoCI^ol^^O ^^ 
noch eine Umgebung besitzen, innerhalb welcher P(x, y^ gleichmäßig 
konvergiert. Bezeichnet man die Gesamtheit dieser Punkte mit P, so 
kann P im folgenden Sinne ab das dem Kreise \y\<iQ mgeordnde Qt^ 
biet der gleichmäßigen Konvergenz von P(a;, y) bezeichnet werden : 

Ist irgend ein Bereich T der x-Ebene vorgdegty so konvergiert die Zeüen- 
reihe P(xy y) dann und nur dann für jeden der Bedingung \y\<(f' ge- 
nügenden Wert von y in jedem Teilbereich B des Bereiches T gleichmäßig^ 
wenn sämtliche Putüäe von T der Menge P angehören. 

Denn die gleichmäßige Konvergenz in bezug auf jeden Teilbereich B 
von T ist mit derjenigen in bezug auf die Umgebung eines jeden Punktes 
von T gleichbedeutend.^) 

Femer ergibt sich aus dem in § 10 bewiesenen Satze: 

Bas Gebiet P erfüüt jeden Bereich jT, dessen sämüiche Punkte eu P 
gehör en^ Oberaü dicJU.^) 

Denn ist £^, s^, . , . eine Reihe positiver Größen, welche gegen 
konvergiert, so gibt es in jedem zu T gehörigen Bereich B eine Reihe 
von Teilbereichen Bj^, JB|, . . ., derart, daß B^ nur aus inneren Punkten 
von JBy^i besteht, und daß P(Xy y) für alle |y|<(>'--«y im Bereich B^ 
gleichmäßig konvergiert (i; » 1, 2, . . .). Es existiert alsdann mindestens 
ein Grenzpunkt, welcher jedem der Bereiche B^ angehört, daher auch 
innerer Punkt jedes Bereiches B^ ist, und folglich der Menge P angehört 

Die Menge P (oder irgend einer der zusammenhängenden Teile, aus 
welchen sie eventudl besteht,) kann niemals einen mehrfach zusanmien- 
hängenden Bereich darstellen. Es gilt nämlich: 

Jeder bdiebige Bereich JB, dessen Bandkurve C vollständig ssu P gehört, 
besteht ebenfaUs ausschließlich aus Punkten von P. 

Denn es konvergiert P(a;, y^), solange | yo | < q\ gleichmäßig in bezug 



1) Dies kann z. B. mittels des Hilfssatzes in § 18 daigetan weiden. 
8} Beispiel in § 88. 
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auf die Umgebung jedes Punktes von C und mithin auch gleichmäßig in 
bezug auf die Gesamtheit der Punkte von C selbst.^) Nun gilt aber^): 

OD 

Konvergiert eine Beifie ^^ F^(x)y deren Terme für aUe Werte x eines 

gewissen Bereiches B eindeutig und regulär sind^)y gleichmäßig in bezug 
auf die Bandkurve C des Bereiches B, so konvergiert sie auch gleichmäßig 
in hezug auf den Bereich B selbst. Denn es ist n so bestimmbar^ daß 

\'^F,{x)\^B (p = 0,l,2,...) 

für alle x der Kurve C, und folglich auch für sämtliche x des Bereiches 

B, da die Funktion ^P -^y(^) ini Bereiche B das Maximum ihres absoluten 

Betrages auf dem Rande annimmt.^) 

Mithin konvergiert P(x, y^) im Bereiche B gleichmäßige so daß auch 
alle inneren Punkte von B notwendig zu P gehören. 



§ 12. 

Wir wollen nun unsere Betrachtungen auf den Fall spezialisieren^ 
wo der vorgelegte Bereich B der a;-Ebene ein Kreis um den Nullpunkt 
mit gegebenem Radius r ist. 

1) Vgl. Pußn. 1) auf vor. Seite. 

2) Vgl. a. Bunge, Acta Math. VI (1886), p. 247. 

3) Oder auch bloß sich in der Umgebung jedes inneren Punktes von B regulär 
verhalten, jedoch in B (gleichmäßig) stetig sind. 

4) Ist eine nicht konstante analytische Funktion f(x) in rc = regulär, so nimmt 
sie in jeder beliebigen Nähe des Punktes x=-0 Werte an, deren absolute Beträge 
\f{0)\ übertreffen, Ist f(0) = 0, so ist dies selbstverständlich. Ist aber |/*(0)|>0, 
so bringe man die Entwickelung nach Potenzen von x auf die Form f{x) 
= a { 1 + &aj*(l + x^(x)) ) , wo | a | > 0, | & | > 0, wähle alsdann die Anomalie von x 
so, daß bx^ positiv wird, und beschränke den absoluten Betrag von x nach oben so, 
daß x^{x)\^\; fOr jeden derartigen Wert von x gilt dann offenbar die Behauptung. 
(Ist /*(0)|>>0, so ist in der Umgebung auch logf(x) regulär; sein reeller Teil 
log I f{x) I nimmt daher nach dem Satze vom arithmetischen Mittel in beliebiger Nähe 
Werte an, welche log|/'(0)| übertreffen, woraus das gleiche folgt.) Ist nun eine 
Funktion f(x) in B stetig und in jedem inneren Punkt von B regulär, so besitzt ihr 
absoluter Betrag in B notwendig einen Maximalwert; dieser kann jedoch unmöglich 
in einem inneren Punkte auftreten und muß sich somit notwendig in einem Punkte 
des Bandes C einstellen. 

(Für den vorliegenden Zweck lassen sich übrigens diese Betrachtungen ganz 
ausschalten. Aus dem Satze vom arithmetischen Mittel, angewandt auf den reellen 
imd imaginären Teil von f{x), folgt nämlich unmittelbar das Stattfinden der Un- 
gleichung |/(a;) 1^20 für alle x des Bereiches jB, wenn G das Maximum von f(x) 
längs C bedeutet. Diese Ungleichung leistet aber im vorliegenden Falle offenbar 
dieselben Dienste.) 

3 
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SoU P{x, y) für jeden derartigen Wert von x konvergieren, so ist 
y auf einen Ejreis mit dem Radius q' um den Nullpunkt zu beschränken, 

wobei — die obere Grenze aller Werte limylPJx)] für la:|<r bedeutet. 

Die Gesamtheit der Stellen y = ^o hingegen, für welche gleichmäßige 
Eonyergenz in bezug auf den Bereich B erfolgt, erfüllt einen Kreis um 
den Nullpunkt, welcher identisch ist mit dem Eonyergenzkreis der Potenz- 
reihe //S'yy^O Dabei ist 

|«|ir 

und hat daher jetzt genaa die gleiche Bedeutung wie in §§ 2 und 4; der 
Radius dieses Eonyergenzkreises ist also die dort mit /' bezeichnete 
Größe. Da nun (§ 2) ^(x, y) stets im Gebiet |ii?|<r, |y|</' absolut 
konvergiert, im Falle r < J2 auch noch (§ 4) fär | rc | = r, | y | < r", und 
da andererseits (§ 2) stets T^'^fpir) ist^), so ergibt sich: 

Konvergiert die Zeilenreihe P{x,y)^ ^^ P^(x)y^ Sir y^y^ (oder 

für alle | y | < | Vo I ) g^^ich^^ßig in bezug auf die Kreisfläche { o; | ^ r (oder 
in bezug auf die Kreisperipherie { x | » r), so konvergiert die Doppelreihe 
im Gebiet |ii?|<r, |y <|yol (™ Falle r<iR auch noch für |a;| = r, 
y|<|yol) (^sölut Umgekehrt: Konvergiert die Doppelreihe 5ß(x, y) im 
Gebiet | x | ^ r, | y | < | y© I absolut, so konvergiert für jeden Wert | y | < | yo | 
die Zeilenreihe P(xy y) gleichmäßig in bezug auf die E^reisfläche { x | ^ r. 
(Letzteres ist auch unmittelbar ersichtlich.) 

Für die absolute Konvergenz der Doppelreihe in einem Kreisgebiet 
I ^ i <^ P; \y\'^9 ^^ ^^ Nullpunkt ist mithin die gleichmäßige Konvergenz 
der Zeilenreihe in bezug auf x in diesem Gebiet notwendig und hinreichend.^) 

Der Vollständigkeit halber mag noch hinzugefügt werden, daß, wenn 
für y =» y^ die Zeilenreihe im Gebiet | rr | » r (oder | o; | < r) gleichmäßig 
konvei^ert, die Doppelreihe auch noch für y = y^ im Gebiet | a; | < r (weun 
auch eventuell nur bedingt) konvergiert, desgleichen die Kolonnenreihe. ^) 



1) Beispiel für den Fall, wo die Radien der beiden Kreise voneinander ver- 
schieden (und beide nicht null) sind, in § 23. 

2) Dabei gilt — außer eventuell im Falle r^^B — stets das Gleichheitszeichen. — 
Mit B und i2' werden wie bisher die Mazimalradien des Bereiches der absoluten 
Konvergenz bezeichnet. (§ 4.) 

8) Dabei bedeutet hier „gleichmäßige Konvergenz in bezug auf x*^ diejenige in 
bezug auf jeden Kreis | ^ | ^ p — £, wie klein auch c >> gewählt sei. 

4) Ist speziell | yo I "^ -^'i ^^ ^^t die Konvergenz der Doppelreihe auch hier eine 
absolute, und ihr Eintreten ergibt sich unmittelbar daraus, daß r höchstens gleich 
dem zu I ^0 I assoziierten Radius sein kann. Ist y^ beliebig (also eventuell auch 
1^0 I B-i^'), so wird die Konvergenz der Kolonnenreihe durch den Wei er straß sehen, 
die (eventuell bedingte) Konvergenz der Doppelreihe durch den Stolzschen Doppel- 
reihensatz ausgesprochen. (Berl. Ber. 1880, p. 728, bzw. Math. Ann. 24 (1884) p. 169.) 
Daß die Konvergenz der Doppelreihe für y^y^ (im Falle | yo I ^ •^} ^^^ ^^^ he- 



m. Eonyergenz der Zeilenreihe. § 12. 35 

Ist nun der Bereich B wiederum beliebig/) x =^ x^ irgend ein innerer 
Punkt desselben und werden die sämtlichen Zeilen von ^(x,y) nach Po- 
tenzen Yon X — Xq entwickelt^ so daß 

SO möge die so entstehende neue Doppelreihe mit ^(x — Xq, y) bezeichnet 
werden. Konvergiert alsdann die Zeüewreihe P(rr, y) für y ^^y^ (oder für 
I y { < { j/o I ) gleichmäßig in bezug auf den Bereich B (oder in bezug auf 

dessen Randkurve (7), so konvergiert die Doppelreihe 5ß(a; -- aj^, y) im 
Oebiet | a; — a:^ | < r, | y | < | y© I <^solut und stimmt daselbst dem Werte 
nach mit P{Xy y) überein. ^) Dabei ist r der Radius des größten noch in 
B gelegenen Kreises um x^ x^. 

Bezeichnet man wieder mit P das einem Kreise | y | < / zugeordnete 
Gebiet der gleichmäßigen Konvergenz von P(a;, y) (§ 11), so hat man 
also zunächst: Der (größte) zu r assoziierte Radius r der Potenzreihe 
^{x, y) ist gleich dem Badius des größten Kreises um a: = 0, dessen innere 
Punkte sämtlich zu P gehören. Denn ^{x, y) konvergiert dann und nur 
dann in einem Gebiet | x | < p, | y | < ^' absolut, wenn alle Punkte der 
Fläche I a; I < p Punkte von P sind. 

Umgekehrt kann aber auch die absolute Konvergenz der Doppelreihe 
dazu dienen, um das Gebiet P zu bestimmen. Ist nämlich x '^^ Xq ein 
beliebiger Wert (dessen absoluter Betrag unterhalb X liegt), so gehört 

Xq dem Gebiet P dann und nur dann an, wenn die Doppelreihe 5ß(a; — a?Q, y) 
für jedes | y | < / in der Umgebung des Punktes x^ x^ absolut konver- 
giert. Bezeichnet man aber mit B^^ den MaximcH/radius der Doppelreihe 

^(a? — a^Q, y) in der y- Ebene (§ 4), so ist diese letztere Bedingung wieder- 
um dann und nur dann erfüllt, wenn B^^^r ist. Das einem Kreise 
I y I < r' zugeordnete Gebiet P der gleichmäßigen Konvergenz besteht so- 
mit aus der Gesamtheit der Punkte x = a?Q, für welche JRi„ ^ r ist, und 
das Gesamtgebiet der gleichmäßigen Konvergenz von Pix, y) läßt sich 
demnach in der folgenden Weise darstellen: 

Ein Punkt {x^, y^ hat dann und rmr da/nn die Eigenschaft^ daß die 
Zeilenreihe P(x, y) in bezug auf die ganze Umgebung dessdben (oder auch 



dingte zu sein braucht, lehrt das Beispiel ajf* = (— If- — , y^tssl^ wenn r -< 1 ge- 
wählt wird. " 

1) Der Bereich B soll jedoch wie bisher stets dem Kreise \x\^X angehören, 
da andernfalls die Ansfuhrongen gegenstandslos werden. 

2) Natürlich kann dieser Satz mit Anwendung von § 11 auch in der folgenden 
Form ausgesprochen werden: Bezeichnet g^ das Maximum von | Py{x) \ im Bereiche B 

(oder längs dessen Bandkurve C), und hat limx/^ einen endlichen Wert g^ so kon- 
vergiert die Doppelreihe ^{x — x^^ y) im Ctebiet \x — x^\<ir^ lyK— absolut. 

3* 
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für jeden Wert y der TJn^gebung von y^ in beeng auf die Umgebung des PunJUes 
X = Xq) gleichmäßig honvergieri, wenn die beiden Bedingungen { a;^ { < X und 

I ^0 1 "^ -^'^o ^^itt sind. 

Speziell ergibt sich hieraus Doch folgende Darstellung des Bereiches 
der absoluten Eonyei^enz von ^{x, y): Der (größte) eu r assoziierte Ra- 
dius / der Potenereihe ^(x, y) ist gleich der unteren Grenze der sämäichen 
Größen Ri des Gebietes \x < r. Entsprechend ist selbstverständlich bei 

der Potenzreihe ^{x — Xq, y) der zu r assoziierte Radius r identisch mit 

der unteren Grenze aller Größen jß« des Gebietes | ^ •— ^r^ | < r. 



§ 13. 

Zur Veranschaulichung der gegenseitigen Lage der Eonvergenzbereiche 
mag hier noch ein Beispiel möglichst einfacher Art behandelt werden. 

Es sei f(x) eine beliebige, im Gebiet | o:; | < 3 eindeutige, und außer 
im Punkt x ^^ 1 daselbst auch reguläre analytische Funktion von X] und 
zwar gelte: 



oo 



f{x)='^c^xf für |a;|<l. 

Ist nun X ein beliebiger Wert, dessen absoluter Betrag kleiner als 1 ist, 
so hat man für die Umgebung desselben die Entwickelung 

/•(^ + y)=/-w+f-irw+fir(^) + ... 

|yj<|l '-'X\ 

welche auch als die Zeilenreihe der (symmetrischen) Potenzreihe zweier 
Veränderlichen 

^{Xy y) « Co +c^x +c^x^ + . . . 

+ c,y + 2c^xy + ^c^x^y + . . . 

+ (hy^+ ^(^xy^+ Qc^x^y^ + ., . 

+ 

aufgefaßt werden kann. Die Eonvergenzbereiche der letzteren lassen sich 
sämtlich sofort angeben. Zunächst ist die Summe der absoluten Betxuge 
der Terme (nach Diagonalen geordnet) gleich 



oo 



und demnach wird der Bereich der absoluten Konvergenz von ^{x^ y) dar- 
gestellt durch 

l^l + |y|<i- 

Die Beziehung zwischen den assoziierten Radien lautet also 

r + r «1 
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und die beiden MaziniftLradien R, S sind gleidi 1, die beiden Hinimal- 
radien Ü^, B^ gleich 0. 

Ans i^=0, J{„'=.0 folgt weiter (§ 7), daß bedingte Kmvergefu 
auBer etwa am Rande des Bereiches der absoluten Konvei^nz niigends 
eintreten kann. 

Die Zeäenreihe (d. h. die oben fOr f(x + y) aufgestellte £ntwickelimg) 
konvet^ert im Gebiet 

|il<l, |,l<ll-a:|, 
analog die Kolonnenreihe im Gebiet 

:y|<l, \x\<ll-,\ 
and endlich die Diagonalenreihe offenbar fflr 
\x + y\<l. 
Wird also speziell y = y^ (zunächst | y^ | < 1) angenommen, bo sind 



die zugehörigen Konvei^nzbereiche in der :)^Ebene (vgl, Fig. I, wo 
Va ^ i^^ gewählt ist): 

(a) fflr die absolute Konvergenz der Doppelreihe: |a:j< 1 — Ij/o; 

(b) „ „ Konvergenz der Zeilenreihe: | x | < 1, 1 1 — a: | > | y^ | 

(c) „ „ „ „ Kolonuenreihe: |a;|<|I — y,| 

(d) „. „ „ „ Diagonalenreihe: |a + y5l<l. 
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Nimmt man jedoch |?(,|>1 an, so verechwinden die Bereiche (a) 
und (c), während (b) und (d) den Nnllpuntt nicht mehr enthalten. (Fig. 2, 
woselbst Jo — i^ * 7 



Fig. s. 

Sobald ] ^0 1 > 2 wird, verschwindet auch (b), während (d) nach wie 
Tor ein Ereis mit dem Radius 1 um den Punkt x =^ — y^ bleibt. 

Ist x^x^ eine beliebige Stelle im Innern des EinheitBkreises, und 
werden sämtliche Zeilen von ^{x, y) nach Potenzen von a; — Iq entwickelt, 
SD ist die so erhaltene neue Doppelreihe ^(x — x^, y) von demselben 
Typus wie ^(x,y); der Konvergenzradius ihrer Zeilen and Kolonnen hat 
jedoch den Wert |1— a^o]. Die Potenzreihe ^{x ~ x^, y) konveigiert 
also absolut für 

I* — ^oi + lyKIl-arol 
and ihr Maximalrsdius in der y-£bene ist 

k;.-ii-«.i- 

Die Q«samtheit der Stellen x, in deren Umgebung P{x, y^) gleichnäßig 
konvergiert, wird also (§ 12) ausgedrückt durch die Ungleichung 

und fällt daher mit dem Eonvergenzbereich (b) von P{x,y^ zusammen; 
die Eonvergenz von P{x, y) ist folglich überaJl eine gleichmäßige. Ist 
also x^—Xft ein beliebiger Punkt von (b), so konvergiert (§ 12) die Doppel- 
reihe ^(a; — a^o, j) für j y | < | y^ ] im Gebiet \x — x^\<ir absolut, wo r den 



m. 'Komergem der ZeilemvUie. § IS. 39 

Badios des größten Kreises am x = a\, bedeutet, dessen Inneres noch zu 
(b) gehört, speziell also ^(x,y) im Gebiet (a). 

Hat f(x) im Qebiet | x | < 3 zwei singulare Stellen X'^ l und x = —l, 
80 wird der Eonvergenzbereich der Zeilenreihe bestimmt durch die Un- 
gleichungen 

|ij<I, ly|<|a:-ll, |yi<|a^ + l|. 
Wählt man also speziell jr = ^g ^^i *^ 

1<1».I<1^2 



SO besteht der Bereich (b) ans zwei getrennten StQcken. (Fig. 3, woselbst 



lY. Konvergenz der Diagonalenreihe. 

§ 14. 

Die DiagODalenreilie D{x,y) einer Potenzreihe kann^ wie schon aus 
dem soeben besprocheneu Beispiel ersichtlich^ in Bereichen konvergieren^ 
in welchen weder eine Eonyergenz der Doppelreihe noch der Zeilen- oder 
Kolonnenreihe stattfindet^ so daß eine gesonderte Behandlung derselben 
gerechtfertigt erscheint. Andererseits zeigt sich die Eonyergenz der 
Diagonalenreihe, yerglichen mit der der Zeilenreihe, insofern enger mit 
der absoluten Eonyergenz der Doppelreihe yerknüpft, als es, wie sich er- 
geben wird, nur dann irgend einen Bereich % geben kann, in welchem 
I)(Xf y) durchweg konvergiert, wenn auch die Doppelreihe selbst einen 
Bereich der absoluten Eonyergenz besitzt. 

Ist S, 17 irgend ein Wertepaar yon der Eigenschaft, daß die Summe 

00 

wo 

X 

in jedem Punkt («S, xrf) konvergiert, wenn |x|<l, d^egen divergiert, 
wenn {x|> 1, so besitzt die Potenzreihe in x 



OD 



notwendig den Eonyergenzradius 1; zwischen | und ij besteht daher die 
Relation 

und umgekehrt zieht das Bestehen derselben die obige Aussage nach sich.^) 
Nimmt man ^ sowie y yon null yerschieden an, und führt vermittels 
der Gleichung 

6 = 12^ 

1) Dagegen ist hier nicht etwa ein Schluß hinsichtlich der Konvergenz for die 
Gesamtheit der Stellen |a;|<6, lyKrj, bzw. hinsichtlich der Divergenz för die 
Gesam&keit der Stellen | o; | > |, | y | > i] gestattet. 



rV. EonTergenz der Diagonalenreihe. § 14. 41 

den Parameter z ein, so geht die Relation über in 



wenn wie früher 

gesetzt wird; und die Diagonalenreihe D{Xy y) konvergiert [bzw. divergiert] 

in jedem Punkt, dessen Koordinaten den Bedingungen -»x^, |yl<^^ 
[bzw. I y I > 1?] genügen. ^ 

Wie schon diese Verhältnisse vermuten lassen, empfiehlt es sich, die 
Diagonalenreihe, wofern nur der Wert y = von der Betrachtung aus- 
geschlossen bleibt, durch die Substitution x^^yz von vornherein auf 
die Form 

oo 

ZU bringen, welche als die Zeilenreihe einer Potenzreihe ^iQ!,y) angesehen 
werden kann, in deren A**' Zeile höchstens die A ersten Terme von ver- 
schieden sind. Es lassen sich alsdann die sämtlichen bei den Zeilenreihen 
gewonnenen Resultate hier zur Anwendung bringen. 

Die Potenzreihe ^i{is,y) hat überdies die besondere Eigenschaft, daß 
für sie nicht nur die Eonvergenzradien sämtlicher Zeilen (und daher auch 
die sonst mit X bezeichnete untere Grenze derselben), sondern auch der 
Maximalradim der ir-Ebene (§ 4) selbst stets unendlich groß ist (voraus- 
gesetzt, daß ^i{z,y) überhaupt in irgend einem Punkte absolut konver- 
giert, dessen Koordinaten beide nicht sind). Und zwar gilt, wenn man 
mit (>'=»9>((>) den zu einem Radius q der ^er-Ebene assoziierten Radius 
der y-Ebene bezeichnet, stets die Beziehung 

Konvergiert nämlich die Doppelreihe '^x{js,y) absolut, so gilt offen- 
bar das gleiche auch von der Doppelreihe ?ßi(ifcjef, h~^y\ da keiner ihrer 
Terme den entsprechenden von ^lijSy y) dem absoluten Betrage nach 
übertrifft. 1) 

Dies hat weiter zur Folge, daß die bei beliebigen Potenzreihen für 
den Fall < r < JJ gültige Beziehung (§ 4) 

lim Yg^ = lim Vpjr) 
hier ohne Beschrankung stattfindet; es gilt abo, wenn entsprechend 

y, = Max I n.ig) 



T 

1) Sind r, / assoziierte Radien von ^{x, y\ so sind offenbar — , / assoziierte 
Radien von ^^(Är, y), und umgekehrt. ^ 
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und 

bezeichnet wird^ die Relation 

lim yy^ = lim ydxio) 

für jeden positiven Wert von q (wie hier auch auf direktem Wege leicht 
erkannt werden kann); und zugleich ist dies der reziproke Wert des zu 
Q assoziierten Radius q\ 

Wir wollen nun (analog dem Verfahren bei den Zeilenreihen) die 
sämtlichen Potenzreihen ^(x^y) hinsichtlich des Verhaltens ihrer Diago- 
nalenreihe DQc, y) in zwei Klassen sondern^ und zwar eine Yorgelegte 
Poteuzreihe der einen oder der andern Klasse zuweisen^ jenachdem es in 
der a;-Ebene einen Bereich B (bzw. in der j?-Ebene einen Bereich S') 
gibt, in welchem die Diagonalenreihe f&r irgend einen (von verschie- 
denen) Wert y ^ Vq durchweg konvergiert, oder nicht. ^) 

Besitzt die Potenzreihe ^(x, y) einen Bereich der absoluten Konver- 
genz (d. h. konvergiert sie in irgend einem Punkte absolut^ dessen Koor- 
dinaten beide nicht sind), so gehört sie offenbar zur ersteren Klasse. Es 
gut jedoch auch das Umgekehrte. Konvergiert nämlich JD{Xy y) für y = y© 
im Bereich B" der jer- Ebene, so ist nach § 10 die Konvergenz von I)(Xy y), 
solange |y|<|yol; ^i^^ gleichmäßige mindestens in bezug auf einen ge- 
wissen Teilbereich Bq" von B\ Ist also =^ Zq ein beliebiger innerer 
Punkt von Bq\ und werden die Zeilen D^{z) von ^i(e,y) nach Potenzen 
von e — jgQ entwickelt, so konvergiert (§ 12) die so erhaltene neue Doppel- 
reihe ^1(0 — Zq, y) sicher absolut für | jsr — 0^ I <^ P> I y ! < I Vo l> solange 
die Fläche | ^ — ^0 1 "^ P ^^^^ ^^ -^o" gehört. Da aber die Doppelreihe 
^^(jgf — jgfo, y) von demselben Typus ist wie ^i{z,y), ihr Maximalradius 
in der jgr-Ebene also ebenfalls unendlich groß ist, so konvergiert sie für 
hinreichend kleine Werte von y auch noch in der Umgebung der Stelle 
z — Zq = — Zq d. h. der Stelle je? = absolut, und das gleiche gilt somit*) 
auch für die Doppelreihe ^ (js, y) selbst, deren absolute Konvergenz aber 
mit derjenigen von ^(x, y) gleichbedeutend ist. 

1) Zn der letzteren Klasse gehören zunächst alle Doppelreihen, deren Diagonalen- 
reihe (außer etwa fui x^^^O und für 2^»0) nirgends konvergiert. Ein weiteres Bei- 
spiel ist Diüz) = i! A — -Vi — ly . . /i — 1\ wo die Werte jp, , iP,, . . . vöUig be- 
liebig gewählt seien. D{x,y) konvergiert sicher, sobald z einen der Werte 2r^ , 2^,, . . . 
annimmt. Dagegen kann die Doppelreihe, deren erste Kolonne Zvl y^ lautet, (außer 
für y == 0) niemals absolut konvergieren, so daß sie nach dem nächstfolgenden Satze 
zur zweiten Klasse gehören muß. (Über die Bezeichnung der Bereiche vgl. p. 8, Fußn.) 

2) Nach dem Satze über abgeleitete Potenzreihen in § 6, oder auch durch Be- 
trachtung der den beiden Potenzreihen $j (0 — z^, y) und $j {z^ y) gemeinsamen Zeilen- 
reihe mit Anwendung von § 12. 



lY. Konvergenz der DiagonaJenreüie. § 14. 43 

Aus den fttr die Zeilenreihen geltenden Sätzen ergeben sich hier un- 
mittelbar die folgenden: 

Konvergiert die Diagonalenreihe D{Xy y) fftr y = y^ (oder für |y i < l^ol) 
gleichmäßig in bezug auf die Kreisfläche | ^ | ^ t* (oder in bezug auf die 
Kreisperipherie | a? | = r), so konvei^'ert die Doppelreihe ^{Xy y) im Gebiet 

^\<^y |y|<|yol (die Doppekeihe $1 (£r, y) im Gebiet \js\£j^^'^\ |y|<|yol) 
absolut. 

Für die absolute Konvergenz der Doppelreihe in einem Kreisgebiet 
\^\'^9} \y\^9 ^^ den Nullpimkt ist mithin die gleichmäßige Konver- 
genz der Diagonalenreihe in bezug auf x^ (oder in bezug auf y) innerhalb 
dieses Gebietes notwendig und hinreichend. 

Im Anschlüsse hieran möge über die gleichmäßige Konvergenz der 
Diagonalenreihe folgende Bemerkung eingeschaltet werden. Ist T ein be- 
liebiger Bereich in der a;-Ebene^ jT ein solcher in der y- Ebene , und 
konvergiert die Diagonalenreihe für jeden Wert y des Bereiches T' gleich- 
mäßig in bezug auf die Umgebung eines jeden Punktes von T, so kon- 
vergiert sie auch in bezog auf die voUe Umgebung einer jeden Stdle (x, y) 
des so definierten Bereiches % gleichmäßig. Denn ist (x, y) ein beliebiger 
Punkt des Bereiches X^ und bestimmt man eine Größe x^ deren absoluter 
Betrag oberhalb 1 liegt, so, daß der Punkt x^ = xx'j y^ = xy' dem Be- 
reiche % ebenfalls noch angehört, so konvergiert, wenn man den Fall 

y'=0 zunächst ausschließt, die Reihe i?(a?, y)°= ^, J^xQÖV^ f^ y = ^o 

gleichmäßig in bezug auf die Umgebung des Punktes x^x^^, oder auch für y = y^ 
gleichmäßig in bezug auf die Umgebung des Punktes /» -^ = — der 

y© y 

jer-Ebene, infolgedessen aber auch gleichmäßig in bezug auf die Gesamt- 
heit der Wertepaare y, e, welche aus der vorigen entsteht, wenn man die 
Bedingung y^^y^ durch |y|^Ä;|y'[ ersetzt (l<Ä;<|x|), speziell ako 
auch gleichmäßig in bezug auf die volle Umgebung des Punktes y = y^ 
z » z\ und somit endlich auch gleichmäßig in bezug auf eine gewisse 
Umgebung des Punktes {x\ t/). Ist jedoch y'= 0, und gehört der Punkt 
a; BS a?jj ( I ajQ I > I x' I ) dem Bereich T, sowie der Kreis mit dem Radius p' 
um y » dem Bereich T' noch an, so ergibt sich zunächst aus dem 
Yoranstehenden die gleichmäßige Konvergenz von D{xQy y) in bezug auf 
die Umgebung jedes Punktes y, für welchen |y| «p' ist, mithin') auch 
diejenige in bezug auf die Kreisperipherie | y | « p' selbst, und somit nach 
dem obigen Satz die absolute Konvergenz der Doppelreihe ^(x, y) im 
Gebiet |^|<|^ol> Ivl'^Qi speziell also die gleichmäßige Konvergenz 
von D{x, y) in bezug auf die Umgebung des Punktes (x'^O). 



1) Nach dem oben Bemerkten hier ohne Beschränkung gültig. 
8) S. p. 34, Fußnote 3). 
8) Vgl. p. 32, Fußnote 1). 
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Ist IS = Zq innerer Punkt eines beliebigen Bereiches JB" der jsr-Ebene, 
und werden die ganzen Funktionen Dj^{i(!) nach Potenzen von js — js^ 
umgeordnet, so möge die so aus ^1(0, y) entstehende neue Doppelreihe 

wie oben mit 5ßi {ss — Zq, y) bezeichnet werden. Konvergiert alsdann 
^e Diagonalenreihe D(x, y) für |y|<p' gleichmäßig in bezug auf den Be- 
reich JB" der jS^-Ebene (oder in bezug auf dessen Randkurve), so konver- 
giert die Doppel/reihe ^^ (js — g^, y) im Gebiet | ^ — ^0 1 ^ P; i ? I < p' absolut 
und stimmt daselbst dem Werte nach mit D(x, j/) überein. Dabei ist q 
der Radius des größten noch in f gelegenen Kreises um z ^ Zq, 

Ist z ^ Zq ein beliebiger Punkt der ^r-EbenC; und bezeichnet man den 

Maximalradius der Doppelreihe ^1(^ — ^0» V) ^° ^®^ y- Ebene mit P,'^, so 
erfüllt die Gesamtheit der Werte y, für welche jD{x^ y) in bezug auf die 
Umgebung des Punktes Zq gleichmäßig konvergiert, einen Kreis um den 
Nullpunkt mit dem Radius P,^. Der Bereich der gleichmäßigen Konver- 
genz von D{x, y) läßt sich daher nach Einführung der Hilfsgröße z in 
genau der gleichen Weise darstellen, wie es in § 12 bei der Zeilenreihe 
geschehen ist. Es findet nämlich dann und nur dann in der Umgebung 
eines Punktes {x, y) gleichmäßige Konvergenz von D{x, y) statt, wenn eine 
der beiden Bedingungen < | y | < P^ oder y == 0, | a; | < iJ erfiUU ist (Da- 
bei bedeutet 22 den Maximalradius der Doppelreihe ^(x, y) in der 
a;- Ebene.) 

Faßt man die charakteristischen Unterschiede zwischen den Potenz- 
reihen der oben definierten beiden Klassen zusammen^ so ergibt sich das 
folgende Resultat. Während bei den Potenzreihen der einen Klasse D(x, y) 
für keinen von null verschiedenen Wert von y in irgend einem Bereich 
B" der jer-Ebene durchweg konvergiert^ so findet bei denen der anderen 
Klasse in jedem beliebig vorgeschriebenen Bereich der j?-Ebene bei ge- 
eigneter Beschränkung des absoluten Betrages yon y gleichmäßige Kon- 
vergenz von D(x, y) statt. Bei den Potenzreihen der letzteren Klasse 

femer ist lim"^d^((>y=» limf^ endlich und stetig für jeden endlichen 
Wert Yon q^ bei denen der ersteren hingegen imendlich groß für jedes 
p > 0; und zwar beides auch bei Annahme eines beliebigen anderen Null- 
punkts in der if- Ebene. Endlich können diejenigen Potenzreihen^ die zur 
etsteren Klasse gehören, selbst (außer event. fftr a; = oder fär y « 0) 
nirgends absolut konvergieren (d.h. 22 = JB' = 0), während diejenigen der 
zweiten Klasse stets einen Bereich der absoluten Konvergenz besitzen 
(E>0, JB'>0). 



Y. Darstellung der analytischen Funktionen zweier Ver- 

finderliohen durch absolut konvergente Potenzreihen. Der 

Cauchy-Laurentsche Satz. Singulare Stellen. 

§15. 

Wir bedienen uns bei den hier folgenden Untersuchungen der von 
Herrn 'A. Pringsheim^) zum Zwecke einer elementaren Herleitung des 
Laurentschen Satzes in die Funktionentheorie eingefQhrten Methode. 

Es sei eine von x und y abhängige Größe f(x, y) eindeutig definiert 
für alle Wertsysteme (x, y), für welche gleichzeitig |a:| — p, |y| ==*(>' 
ist, und es werde gesetzt 

Isl dcMn f(x, y) im Gebiete \x\^ Qy \y\^ q' stetig, d. h. gibt es nach 
Annahme yon £ > stets eine positive Größe d derart, daß 

(1-) I /■(*', y)-/'(^,y)l<« 

sobald die Bedingungen 

\x\^\x'\^(f, |y| = |y'| = p; \x'-x\<ä, W-y\<S 
sämtlich erfüllt sind, so läßt sich zeigen, daß der Grenzwert 

mf(x, jf) = lim m(-)f{x, y) 

(in dem in § 1 angegebenen Sinne) stets existiert. 

Bezeichnet man nämlich mit Je, l zwei beliebige positive ganze Zahlen, 
so hat man 

(fi=sO,l m — 1; x=:0, 1, ..., ib — 1\ 
r=»0, 1, ..., n — 1; isssQ, 1, ..., l — 1/ 

1) Über Vereinfachungen in der elementaren Theorie der analytischen Funktionen. 
Math. Ann. 47 (1896) p. 121. 
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Fixiert man nun nach Annahme von £>0 zwei positive Zahlen m^, n^ der- 
art^ daßy nachdem ä gemäß (1.) bestimmt ist^ die Bedingungen 

I «^ - 1 1 p < d für w ^ mo; | a«- 1 1 p < d für w^ w^ 
erfüllt werden, so erhalt man für m ^ Wq, n^n^ 

\«'A+'9 - «Jap I = I «?«- 1 lp < * (x-=o, 1, . . ., *- 1) 

nebst einer analogen Ungleichung für die zweiten Argumente, so daß für 
jedes Wertsystem f(, i/, x, A 

\fi<4^J-'Q, «{s+VO - /"(«J&p, <?') I < * 

und daher auch 

I mz^fi^, y) - %"'/■(«, y) l< « (»» ^ Wo, n ^ «„) 

wird. Ist nun m\n' irgend ein zweites, den Bedingungen m'^WQ, n^n^ 
genügendes Wertepaar, so folgt schließlich aus den beiden Unglei<$hungen 

3»!;^?^^, y) - 2»«/^(^, y) i < «, I awsj^YC«, y) - aßäV(a;, y) l< « 



daß I ÜML".Y(^, y) - aWW/'Ca:, y) |< 2£ für {^; ^:|'^«. 

Dies ist aber, da e beliebig vorgeschrieben war, gerade die Bedingung für 
die Konvergenz der Doppelfolge Wl^^f{x, y). 

Denkt man sich speziell in f(Xf y) der Veränderlichen y einen be- 
stimmten Wert y=^yQ beigelegt, so daß f(x, y^ von y, und infolgedessen 
^^mfi^) Ifo) ^^^ ^ unabhängig wird, so ergibt sich hieraus rückwärts die 
Existenz des einfachen Mittelwertes 

m— 1 

Unmittelbar aus der Definition des Doppelmittelwertes ^f(x, y) er- 

geben sich die Beziehungen: 

2K (1) = 1 

m{Kf{x,y)) = Kmf(x,y) 
wenn K im Gebiete | a? | = p, | y | = p' von x und y unabhängig ist, und 



m m 



wenn man mit <pJx,y) (/t == 0, 1 , . . ., m) Funktionen der gleichen Art wie 
f{x, y) bezeichnet. 
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Die letztere Relation bleibt auch noch fOr m ^ oo gültig, wenn die 
Summe im Gebiet | a? | = (>, I y | = (>' gleichmäßig konvergiert. Wir be- 
weisen dies gleich für eine Doppelreihe^ welche im Gebiet | iP | == (>; | y | = (>' 
gleichmäßig konvergiert, und deren Terme (p^^\x^ y) ebenfalls die obigen 
Voraussetzungen erfüllen: 



00 



QO 



(2.) 



2K y,viK^.y)-yi^vn^.yy 



^'^'aÄo 



;!^o^»^' 



Zunächst folgt nämlich aus der gleichmäßigen Konvergenz der Doppel- 
reihe ^ <P^Kx, y) im Gebiet | :r | = (>, | y I = p' di® Stetigkeit ihrer Summe 



/",* 



<p{Xj y) in dem genannten Gebiete, und somit die Existenz des Doppd- 
mittelwertes 3Sttp{x^y), Sodann gibt es nach Annahme von £>0 zwei 

Zahlen m^y n^ derart, daß für m ^ m^, n ^ Mq 



m M 



<« (\^\-Qy \y\^Q) 



woraus 



m 



ft\<p{^, y) - 22^i!K^,y) 11^^ 



9*Q 



oder 



fi=iO ysaO 



m 



9Ä 9)(a;, y) - V y* 3ß ^P^K^^, v) ^ « 



?.? 






?»9 



was mit der Behauptung gleichbedeutend ist. 

Der Zusammenhang des Doppelmittelwertes mit den einfachen Mittel- 
werten kann in der folgenden Weise ausgedrückt werden. Ist, wie bisher 
vorausgesetzt wurde, f{Xj y) im Gebiete | jr | = (>, | y | = (>' stetig, so existiert 
nicht nur der Doppelmittelwert 3ilf(Xf y), sondern auch die iterierten 

Mittelwerte 9K SD? f{x, y) und 9K 3St f{x, y), und zwar stimmen 

sie dem Werte nach mit ersterem überein. 

Da nämlich die Existenz des Grenzwertes 



n-l 



m— 1 



(3.) 






y=0 



feststeht, also nicht nur die Doppelfolge 3ß^Y(^, y) selbst, sondern auch 
jede ihrer Zeilen einen endlichen Grenzwert besitzt, so existiert nach einem 
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allgemeinen Satze über Doppelfolgen ^) auch der Grenzwert der so ent- 
stehenden Gfrenzwertreihe und stimmt mit dem Grenzwert der Doppelfolge 
überein, in Zeichen: 

lim lim SK(:Y(a:,y)- lim 2R(;)/*(^,y). 

nsB Qo m = oo m,n= Qo 

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber nach (3.) nichts anderes als 

n—l 

lim i y' 2K fix, <<»') = SR aR fix, y) 

und man erhält somit die behauptete Relation 

(4) m m f{x,y)^mf{x,y).- 

Sind ft und v zwei beliebige positive oder negative ganze Zahlen 
(einschließlich 0), so gilt stets, außer in dem einzigen Falle ft » i/ = 0: 

(5.) aK(rr^r) = 0. 

Denn ist z. B. ft ^ 0, so hat man 



da 



2R(a?"jr) - 3K a« (a^y") « SK | y" SK rr^ 1 = 

a» a>" = für ft > 0. - 



Es sei jetzt die Funktion f{Xy y) in dem ganzen Gebiete 

eindeutig definiert und besitze die folgenden Eigenschaften: 

1. Sie sei in diesem Gebiete stetig. 

2. Für jeden der angegebenen Werte von y sei sie eine 
an jeder Stelle x des obigen Bereiches reguläre analytische 
Funktion von x, und vice versa. 

Alsdann existiert der Mittelwert SW f{Xy y) und ist von der Wahl 

von Q und q' unabhängig, solange nur 

Beweis. Ist auch Pq^Qi^P, ^o'^Pi^P'; so gelten vermöge 
der Eigenschaften des einfachen Mittelwertes die Beziehungen 

m fix, y) = a» fix, y) 



1) A. Pringsheim: Zur Theorie der zweifach unendlichen Zahlenfolgen. Math. 
Ann. 63 (1899), p. 318. 
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und 

2» f{x,y)^ m f{x,y) 

und folglich mit Anwendung von (4.): 

2» 2» f{x, y) = 3K 2» f{x, y) = 2» m f{x, y) 



d.h. 



= 2K 2K f{x,y) 
m f{x,y)^ ^f{x,yy 



§16. 

Hauptsatz. Die Funktion f(x, y) möge wiederum im Gebiete 
Pq ^ I ic I ^ P, Po' ^ I y I ^ P' doJi beiden soeben fixierten Bedingungen ge- 
nügen. Es existiert cUsdcmn stets eine Doppdreihe 

wdche im Gebiete Pq < | a; | < P, P©' < | y | < P' absolut konvergiert^) wnd 
dasetbst mit ({x^ y) übereinstimmt. Dabei ist: 

a(-)^m{x-f^y-^f(x,y)} 

WO Q und q' nur den Bedingungen Po^(>^P; Po'^(>'^P' ^^ genügen 
haben. 

Ist insbesondere P^ = 0, so ist a^ =0 (ft < 0) und die angegebene 
Entwicklung gilt im Gebiet \x\<P, P^ <\y\<P\ Das Entsprechende 
findet im Falle Pq'= statt. Ist P^« Po'= 0, so erhält somit die Doppel- 
reihe die Gestalt 

00 

und stimmt im ganzen Ereisgebiet | a; | < P, | y | < P' mit f(x, y) überein. 

Beweis. Bezeichnet man mit (Xq, y^) irgend eine willkürlich ge- 
wählte Stelle des Bereiches Po<\x\<P, Po'<|y|<P'; ™d setzt man 



1) Die Reihe läßt sich als Summe von vier Bestandteilen 

^ {^, y) + % (-, ^) + 5P.(|, y) + ¥.(p ^) 

auffassen, deren jeder eine in dem genannten Qebiete absolat konvergierende Potenz- 
reihe der früher betrachteten Art ist. 

4 
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y») 



y«) 

so ist der Ausdrack x — ^ ~ ^^^"^^ ^ als Funktion von x aufgefaßt, 

für alle Werte x des Bereiches Pq ^ | ^ | ^ P eindeutig und regulär, mit- 
hin auch der Ausdruck g>i(x,y), wenn nur y=^yQf also sicher solange 
\y\ =, p^' oder |y I = P' ist. Mithin gut 

2ß 9i(^; y) = SR 9i(^> y) (iy H Po' oder = P'). 

Da femer g>i{x, y) in den Gebieten | a; | = P© oder = P, | y | =» P©' oder 
» P' stetig ist, und daher die bezüglichen vier Doppelmittelwerte wie auch 
die entsprechenden iterierten Mittelwerte existieren, so kann man von den 
Ausdrücken auf beiden Seiten der vorstehenden Gleichung den Mittelwert 
sowohl für I y I = Po' als auch für | y | = P' bilden. Die Subtraktion der 
beiden so entstehenden Gleichungen ergibt mit Anwendung von (4.): 

2»9i(a?,y)- a»9i(a:,y)- mq>^{x,y)+ m(pi(x,y)^0. 

P,P' P,Po' Po,P' Po Po' 

Genau die gleiche Mittelwertrelation erhält man jedoch, ausgehend 
Yon der Beziehung 

3» 92(^;y)== 3R 9%i^,y) 

|y|=P' |y!=Po' 

auch für die Funktion q)^(Xy y). Die Addition beider ergibt also schließlich: 

(6.) m q>{x, y) - m <pix, y) - mtp{x,y)+ 3K tp{x, y) = 0. 

P| P ■ I Pq Po » P Po » Po 

In iedem der vier Tenne kann man nun den Ausdruk -. r^ : 

^ ^ ^ (a^— «o)(y— yo) 

und sodann auch den Mittelwert selbst nach positiven bezw. negativen Po- 
tenzen von Xq und y^ entwickeln. Für den ersten Term hat man, da hier 

kol<kl; |yol<|y|> 



00 



(aj — ÄJo) (y — yo) ^ V«/ Vy/ 

und folglich, da die Doppelreihe 

im Gebiet |a;| = P, |y| = P' offenbar gleichmäßig konvergiert, 
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speziell^ wenn an Stelle von f{Xy y) die Eonstante fix^y y^ tritt, mit An- 
wendung von (5.): 

also endlich 



00 
p p' ^^^ 



wenn a^) = SK { x'f'y''''f{Xy y) } 

p,P' 

oder (nach dem vorigen Satze) 

= m[x->'y-^f{x,y)) (£»J;,|^) 

gesetzt wird. 

Auf dem gleichen Wege ergeben sich die drei analogen Relationen: 



D D ' ^mm 

^^^^ A' = 0,l,2,... 



1^= — 1,— 2,... 



-n<f{x,y)=y^a%^^yl 

PP' ^md ^ 

fk 1, — a, . .. 



y=0,l,2,.. 



2»<)P(«,y)= y'oJr>a;ffy, 

"o I ■ O tt\ 

|=:-l,-2,... 






und schließlich durch Einsetzen der vier Ausdrücke in die Gleichung (6.), 
wenn noch x^ durch x^ y^ durch y ersetzt wird: 

+ 00 

f(x, y) = 2 a^'^xf^y^ 

gültig für Po < I a: |< P, Pq' < I y I < P'- I^ diesem Gebiete kann jedoch 
die Konvergenz nur eine absolute sein.^) (Nach § 6 ist sie daher auch eine 
gleichmäßige in bezug auf jeden Teilbereich S3 dieses Gebietes.) 

Legt man y einen speziellen Wert y^ des Gebietes bei, so geht die 
Doppelreihe in eine einfache Laurentsche Entwicklung über: 



1) Dies folgt sowohl direkt ans den Ergebnissen von § 7 über die Stellen be- 
dingter Konvergenz, wie auch dnrch bloße Anwendung des in § 1 bewiesenen Satzes, 
da, wie aus der Herleitung sofort ersichtlich, auch alle Zeilen und Kolonnen in dem 
angegebenen Qebiete konvergieren. 

4* 
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Ist nun Pq — 0, d. h. f{Xy y^) im Gebiete | a; | ^ P regulär, so können in 
dieser EntwicUung keine Glieder mit negativem Exponenten auftreten, 
also: 

2<>»S = {(i 1,-2,...) 

und da dies für jeden Wert y » ^q des Gebietes gilt, notwendig 

ajv)_0 (^ = -1,-2,...), 

und die Darstellung gilt im Gebiete \x\<P,Pq <\y\<P\ 

Hiermit ist der Satz in dem oben ausgesprochenen Umfang erwiesen. 
Zugleich ergibt sich aus (6.) für f{x, y) im Gebiete Po< |^| < P, Po'< |y|< P' 
die folgende Da/rsteHung in geschlossener Form: 

P,P' P,Po' Po,P' Po, Po' 

die Mittelwerte samtlich erstreckt über die Funktion 

^y f{^> y) 

(a; — iPo)(y — yo) 

Zusatz. Wird von der Funktion f{Xy y) nur vorausgesetzt, daß sie 
den beiden angegebenen Bedingungen im Gebiete PQ<|a;|<P, Po'<|y|<P' 
(d. h. in jedem Gebiete Po+ s ^\x\^P— €, Pq' + * ^ I y I ^ P' — ^> wie 
klein auch £ > angenommen werde) genügt, so gilt offenbar auch dann 
noch für dieses Gebiet die Entwicklung 

f{x,y)^ 2j al:)afy\ 



/i,y= 



— 00 



Bei dem Mittelwerte, welcher a^^ definiert, sind q, q' jedoch ebenfalls auf 
die Intervalle P© < (> < P? Pq <.q' <.P' zii beschränken. 

Analog gilt, falls f{x, y) jenen Bedingungen im Gebiete | o; | < P, 
Po'<|y|<P' bezw. |a;|<P, |y|<P' genügt, innerhalb desselben die 
bezügliche spezielle Entwicklung. 

Umgekehrt gilt: 

Konvergiert eine Doppelreihe 

+ 00 

im Gebiet | o; | = ^, | y | = 9' absolut (oder auch bloß gleichmäßig), und 
bezeichnet man den durch sie daselbst dargestellten Wert mit f(x, y), so 
ist stets 

air>=aK{a;-^y-Y(a;,y)}. 
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Denn wegen der gleichmäßigen Konvergenz in diesem Gebiet ist die 

gliedweise Bildung des Mittelwertes bei der Reibe x^f^y^ ^a^a^";^ ge- 



— oo 



stattet und ergibt mittels Gleichung (5.) sofort die Behauptung. 

Bezeichnet man mit 'M.B,xf(Xyy) das Maximum von \f(x,y)\ im Ge- 
biete |^| =» 9; \y\ ^ Qt ^^ ergeben sich noch die Ungleichungen: 

(p,i/«0,±l,±2,...) 



§17. 

Wir wollen nun folgende Festsetzung treffen^): 

Eine eindeutige analytische Funktion f(x, y) der zwei Veränderlichen 
Xy y heiße an einer bestimmten Stelle {x^y y^) regulär, wenn sie in einer 
gewissen Umgebung dieser Stelle durch eine absolut^ konvergierende 
Reihe von der Form 



OD 



2 A'it^ix - XoYiy - yo)' ~^(x-Xo,y- y,) 

dargestellt werden kann. Dabei können die Größen Xq und y^ auch den 
Wert oo annehmen^ wenn festgesetzt wird^ daß das Zeidien x — oo gleich- 
bedeutend mit — sein soll. 

X 

Hingegen heiße jede Begrenzungsstelle des durch die Gesamtheit der 

regulären Stellen gebildeten Eontinuums eine singulare Stelle fOr die 

•Funktion f(Xy y). 

Aus dieser Definition ergibt sich sofort^) (vgl. § 6): 

Verhält sich eine eindeutige analytische Funktion f{x, y) regulär an 

einer bestimmten Stelle {x^y y^y so gilt dasselbe auch von jeder Stelle, 

die in einer gewissen Umgebung der ersteren liegt. 

Des weiteren läßt sich folgendes dartun: 

VerhaU sich eine andlytisdie Funktion f(Xy y) in jedem Punkte eines 
Bereiches %^ regulär, so gut: 

1. f{Xy y) ist für jeden Wert y von T' eine in bezug auf 
X in T durchweg reguläre analytische Funktion, — und vice 
versa. 



1) E. Weierstraß: Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen 
mehrerer Veränderlichen sich beziehende Sätze, Nr. 8. Abh. a. d. Funktionenlehre, 
p. 128. 

2) Der Zusatz „absolut** kann ebensogut fortbleiben. (Vgl. p. 61.) 

3) S. p. 8, Fußn. 
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2. f{x^ y) ist in % stetig (und somit ^) in jedem Teil- 
bereich 93 von % gleichmäßig stetig). 

UmgeJcehrt: Erfüllt eine Futüction f(Xy y) in % die Bedingungen 1. 
und 2.y so ist sie eine in jedem Funkte von % reguläre analytische Funktion 
von X, y. 

Ist nämlich (rc^, y^) ein beliebiger Punkt von %, so folgt aus der 
Existenz einer die Funktion in der Umgebung dieses Punktes darstellen- 
den absolut konvergenten Doppelreihe S^(x — Xq, y — y^ ohne weiteres, 
daß sowohl die Funktion f{Xyy^ von x in x=^XQy als auch die Funktion 
f(x^ y) von y in y = y^ sich regulär verhalten, mithin die Gültigkeit von 1. 
Da femer (vgl. §6) ^(x — x^, y — y^ im Punkte {x^^y^ stetig ist, so 
ist f{x, y) eine in jedem Punkte von % stetige Funktion. Umgekehrt: 
Ist (^Cq, yo) ®^^ beliebiger Punkt von X, so existiert^ ein ebenfalls noch 
zu % gehöriges Kreisgebiet |^ — a^ol^P? ly^yol^P'j da in diesem die 
Bedingungen 1. und 2. erf&Ut sind, so folgt nach dem Hauptsatz (§ 16) 
die Existenz einer in diesem Ereisgebiet absolut konvergenten, daselbst 
mit f{x, y) übereinstimmenden Potenzreihe ^{x — x^y y — y^^ 

Mit Anwendung von § 16 ergibt sich daher nun: 

Ist eine analytische Funktion /"(rc, y) regulär im Gebiete 

(a) Po<|rr|<P, Po'<|y|<P' 

bzw. (b) |^|<P, Po'<ly|<P'- 

bzw. (c) \x\<Py |y|<P' 

so existiert eine Doppelreihe 

(die Summe erstreckt über aUe Wei-tsjsteme 

(a) f*,i'-0, ±1, ±2,... 

bzw. (b) ^ = 0,1,2,..., i/ = 0,±l,±2,... 

bzw. (c) /t, 1/ = 0, 1, 2 . . .) 

welche in diesem Gebiete absolut konvergiert und daselbst 
mit f{Xy y) übereinstimmt. 

Es sei nun wieder Pq < P, Pq' < P ', und es stehe von einer analy- 
tischen Funktion f{x, y) fest, daß sie sich in jedem Punkte {x, y) des 
Kreisgebiets | a;*| ^ P, | y | ^ P', welcher nicht zugleich dem Kreisgebiet 
^ I < Po> I y I '^ Po' cmg^^hört, regulär verhalte. Alsdann sind zunächst für 



1) Dies kann z. B. mittels des Hilfssatzes in § 18 nachgewiesen werden. 

2) S. p. 3, Fußnote 1). 
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das «Ringgebiet P© ^ | ^ | ^ P; Po' ^ I y I ^ P ' sicher die Bedingungen des 
vorigen Satzes erfüllt^ und es gibt somit für f{Xj y) eine und nur eine 
im Gebiet Po < k | < P, Pq' < | y I < P' gültige Darstellung von der Form: 



+ 00 
H,V=^- OD 



Nach Voraussetzung sind aber die Bedingungen auch noch im Gebiete 

^1 ^ P; Po'^ |y I ^ P' erfallt, und es gilt daher für die obige Entwick- 
ung notwendig 

ajr) = (/i = -l,-2,...) 

Genau ebenso läßt sich jedoch zeigen: 

a}r) = (i; = ~l,~2,...) 

so daß die Entwicklung nur die spezielle Form 

f(x, y) = 2 apafy- 

besitzen kann; diese Reihe^ welche zunächst in den beiden Gebieten 
l^l<P; Po'<|y|<P' und Po<|fl;|<P, |y|<P' mit f(x,y) überein- 
stimmte, stellt aber eine im vollen Ereisgebiet |a;| < P, |y | < P' reguläre 
analytische Funktion dar; es verhalt sich daher notwendig f(x, y) ebenfalls 
in diesem Kreisgebiet durchweg regulär. 

Als spezieller Fall ergibt sich daraus ohne weiteres, daß eine m- 
deutige^) analytische Fwnktion f{x, y) keine isolierten singulären Stellen be- 
sitzen kann. 

Verhält sich nämlich f(jc, y) regulär etwa in dem ganzen Ereisgebiet 
|a?|^P, |y|^P' mit etwaiger Ausnahme der Stelle (0,0), an welcher 
über ihr Verhalten nichts vorausgesetzt werde, so hat man, wenn man 
noch P^^ und P^' den Ungleichungen < Po< P, < Po'< P' gemäß be- 
liebig wählt, wieder den soeben untersuchten Fall. Die für das Ringgebiet 

Po<l^l<P> Po'<|yl<P' gültige Entwicklung hat also die spezielle 
Gestalt 



00 



fi^^, y) = 2 a^^'^y - W, y) 

(wo die Doppelreihe für |ic|<P, |yl<P' absolut konvergiert) und stimmt 
zunächst mit f(x, y) in jedem Gebiete 

la;|<P, Po'<|y|<P' und Po< k|< P, |»| < P' 
überein, wie klein auch P^ und P^' gewählt werden, d. h. abgesehen vom 



1) Das gleiche gilt selbstverständlich auch for eine mehrdeutige Funktion inner- 
halb jedes Bereiches, in welchem sie ein'ändrig ist. 
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Punkt (0, 0)7selbst, in jedem Punkt des Kreisgebiets |a;|<P, |y|<P'. 
Es besitzt mithin f{Xj y) im Punkt (0, 0) notwendig den Wert ag*^, und 
wird im ganzen Ereisgebiet |ip| < P, |y| < P' durch die absolut konver- 
gente Potenzreihe ^{x^y) dargestellt.*) 



§ 18. 

Ehe wir dazu übergehen , aus den bisherigen Sätzen Schlüsse be- 
züglich der am Bande des Bereiches der absoluten Konvergenz einer Reihe 
^{x^y) notwendig auftretenden singulären Stellen zu ziehen^ beweisen 
wir folgenden Hilfssatz^ von welchem bei allen nachfolgenden Unter- 
suchungen häufig Gebrauch gemacht werden wird. 

Hilfssatz. Ist P irgend eine abgeschlossene Ptmktmenge in einem 
endlichen Gebiete der x-Ebene, und ist jedem Punkte x derselben als Mittel- 
punkt ein Kreis K mit von verschiedenem Badius zugeordnet, so läßt 
sich aMS diesen Kreisen stets eine endliche Anzahl K^, K^, . , .K^ derart 
herausgreifen, daß jeder Funkt von P sich im Innern mindester^ eines der 
Kreise K^ (A = 1, 2, . . , f) befindet^) 

Beweis. Wird die Punktmenge P in eine endliche Anzahl von 
Teilen zerlegt (wobei ein und derselbe Punkt auch mehreren Teilen zu- 
gleich angehören darf), und gilt das Behauptete für jeden einzelnen Teil, 
so gilt es offenbar auch für P selbst. 

Gesetzt die Behauptung träfe nun auf die Punktmenge P mit dem 
zugehörigen Kreissjstem nicht zu^ so sei zunächst die Ebene durch zwei 
Systeme äquidistanter Parallelen zu den beiden Achsen in kongruente 
Quadrate eingeteilt. Die Punktmenge wird so höchstens in eine endliche 
Zahl Yon Teilen zerlegt, deren jeder in einem der Quadrate gelegen ist. 
Dabei seien stets diejenigen Punkte von P, welche auf der Begrenzung 
zweier Quadrate liegen, beiden Teilmengen, diejenigen, welche auf einer 
Ecke liegen, den 4 angrenzenden Teilmengen zugerechnet, so daß samt- 
liehe Teilmengen wieder abgeschlossene Mengen werden. 

1) Die Unmöglichkeit der isolierten singulären Stellen läßt sich auch mittels 
des Stetigkeitssatzes in § 3 erweisen. Beobachtet man nämlich (unter den Annahmen 
des Textes) die Abhängigkeit' der assoziierten Radien bei der die Funktion in der 
Umgebung etwa der Stelle (|P, \?*) darstellenden Potenzreihe, so ergibt sich sofort 
ein Widerspruch mit dem genannten Satze. 

8) Offenbar kann der Satz auch in folgender Form ausgesprochen werden: Ist 
eine abgeschlossene Punktmenge P vorgelegt, und femer ein System von Kreisen, 
derart, daß jeder Punkt von P im Innern mindestens eines der Kreise gelegen ist, 
so läßt sich aus diesen Kreisen stets eine endliche Anzahl herausgreifen, welche ein 
System von der nämlichen Eigenschaft bilden. 

Der entsprechende Satz für lineare Punktmengen findet sich in einer etwas 
engeren Fassung (nämlich für den Fall, wo die Punktmenge aus den sämtlichen 
Punkten eines Intervalls besteht) ausgesprochen bei E. Borel, Ann. Ecole Norm. 
(3) 12 (1895), p. 61. Über die Ausdehnung dieses Boreischen Satzes auf zweidimen- 
sionale Bereiche vgl. A. Schoenflies, Jahresber. D. M. Y. 8 (1899), p. 62. 



Der Gauchj-Laurentsche Satz. Singulare Stellen. § 18. 57 

Da nun die Behauptung für P nicht gelten soll^ so muß sie auch 
für mindestens eine P^ der Teilmengen nicht gelten. Diese letztere werde 
nun durch Zerlegung des betreffenden Quadrats Q^ in 4 kongruente 
Quadrate wiederum in (höchstens) 4 Teilmengen gespalten. Diejenige P^ 
dieser Teihnengen, für welche die Behauptung nicht gilt, werde wiederum 
zerlegt; u. s.f. 

Man erhält auf diese Weise eine unendliche Anzahl von Quadraten 
Q^{v=^lf2y,. .)y deren jedes das folgende enthält, und in deren jedem 
eine Teilmenge P^ gelegen ist, für welche die Behauptung nicht zutrifft. 
Greift man von jeder Teilmenge P^ einen beliebigen Punkt x^ heraus, so 
erhält man eine unendUche Reihe von Punkten, deren HäufangssteUe x^ 
aUen Punktmengen P^ (v =« 1, 2, . . .) angehört, und mithin auch in jedem 
der Quadrate Q^ liegt. Da nämlich x^, ^r+i; • • sämtlich Punkte von P^ 
sind, so muß das gleiche auch von ihrer HäufangssteUe Xq gelten. Der 
zu Xq gehörige Kreis muß infolgedessen, da er einen endlichen Radius 
besitzt, jedes der Quadrate Q^ von einem gewissen v = n ab, und mit 
ihm die Punktmenge P^ (v = w, w + 1, . . .) ganz einschließen, was der 
Annahme widerspricht, daß für diese die Behauptung nicht gelten sollte. 

Faßt man, wie üblich, die x-Ebene als eine im Punkte x ^ cx> ge- 
schlossene Fläche auf, so ist die Beschränkung der Punktmenge P auf 
Oebiete von endlicher Ausdehnung nicht mehr notwendig. 

Denn alsdann erscheint, falls die Menge sich ins Unendliche erstrecken 
sollte, der Punkt x = oo sAs Häufungsstelle, so daß er nach Voraus- 
setzung selbst der Menge angehören muß. Dem Punkt ^ » cx) ist daher 
ebenfalls ein Ereis zugeordnet, welcher als K^ gewählt werden mag; der- 
jenige Teil der Menge, welcher nicht innerhalb dieses Kreises liegt, er- 
füllt aber die ursprüngliche Voraussetzung. 

Folgerung. Verhält sich eine eindeutige analytische Funktion f(x, y) 
von X und y an sämtlichen Stellen (rc, 0) regulär, für welche x einer 
abgeschlossenen Punktmenge P angehört, so gibt es ein Gebiet, bestehend 
in der ic- Ebene aus einer endlichen Anzahl von Kreisen Jf^, K^, . . . , K^^ 
in der y- Ebene aus einem Kreise \y\<iQ, derart, daß erstens f(x,y) sich 
an jeder Stelle dieses Gebietes regulär verhält, und daß zweitens jeder 
Punkt X von P innerhalb mindestens eines der Kreise JT^^ (A=l,2, ,.,?) 
gelegen ist. 

Denn ist x^ ein Punkt von P, also (iTj, 0) reguläre Stelle, so gibt 
es nach § 17 ein ebenfalls nur aus regulären Stellen bestehendes Kreis- 
gebiet \x — x^\<CQi, |y|<(>i. Jedem Punkte x^ von P ist auf diese 
Weise ein Kreis x — x^l^ q^ zugeordnet. Von diesen Kreisen lassen 
sich nun eine endliche Anzahl J^, JS!^, . . . , K^ (mit den Mittelpunkten 
Xi, x^j'^^yX^ derart herausgreifen, daß jeder Punkt von P sich inner- 
halb eines derselben befindet Von den dazugehörigen Größen qx, Qiy.,,yQ[ 
sei die kleinste mit q bezeichnet. Alsdann besteht jedes Gebiet \x — Xj^\Kqj^j 
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\y\<CQ' (X^ l,2y ,,,t) nur aus regulären Stellen^ womit die Behauptung 
erwiesen ist. 

§ 19. 

Es sei nun ^{x, y) eine beliebige Potenzreihe^ von welcher feststehe, 
daß sie im Kreisgebiet | a; | < r, | y | < r absolut konvergiere. Es können 
alsdann zunächst zwei Hauptfälle unterschieden werden. 

Entweder gibt es eine positive Große d derart, daß ^{x^y) auch 
noch im Gebiete |rc|<r + ^; |yi<*'' + ^ absolut konvergiert; in diesem 
Falle ist offenbar nicht nur jeder Punkt des ursprünglichen Gebietes, 
sondern auch jeder Punkt seiner Begrenzung für die durch ^{x^y) dar- 
gestellte Funktion eine reguläre Stelle. 

Oder aber es gibt keine positive Größe, welche diese Eigenschaft 
besitzt, d. h. wie klein d > auch gewählt wird, so konvergiert ^(a?, y) 
nicht mehr in jedem Punkt des Gebietes \x\<Cr + S, |y|<r + d absolut. 
Alsdann konvergiert aber ^(x^y) in keinem Punkte (x,y) absolut, för 
welchen | a; | > r, | y | > r' ist; denn ^be es eine derartige Stelle (Xq, y^,), 
und wäre | a;o | = r + d, | y© | = >'' + ^, so müßte entgegen der Annahme 
auch in dem ganzen Gebiet | ar | < | ir^ | = r + d, | y | < | y© | = *"' + ^ ab- 
solute Konvergenz herrschen. Gemäß der früheren Definition sind also 
r, r in diesem Falle als ein Paar assoziierter Badien zu bezeichnen. 
(Offenbar gilt auch umgekehrt: Sind r, / ein Paar assoziierter Radien, 
so konvergiert ^(x,y) im Gebiet |a:|<r, |y|</ absolut, nicht aber 
durchweg im Gebiet | a? | < r + tf , | y | < / + j.) 

Im folgenden haben wir uns ausschließlich mit dem letzteren 
Falle zu beschäftigen. Zunächst läßt sich ganz allgemein zeigen: 

Sind r und r ein Taar assojsiierter Badien für die Reihe ^(x, y), so 
besitzt die durch ^(x^y) definierte analytische Funktion stets eine singulare 
Steüe (x^, y^), für welche | a:© | ^ r, \yo\^r ist (wobei die Kombination 
I ^0 I '^ ^? I ^0 i "^^ ^'^ selbstverständlich ausgeschlossen bleibt). 

Beweis: Es sei d>0 beliebig gewählt. Wäre alsdann jede Stelle 
des Gebietes |a?|<r + tf, \y\<Cr + d eine reguläre Stelle, so müßte nach 
§ 17 ^(Xy y) in diesem Gebiete durchweg absolut konvergieren. Die 
durch ^{x, y) dargestellte analytische Funktion besitzt daher notwendig 
miodestens eine singulare Stelle (x^, y^), für welche | a^i | < r + ^ , 
|yi|</+<Jist. 

Es seien nun der Größe d eine Reihe von positiven Werten ^i, tfj,... 
beigelegt, welche gegen konvergieren, und es sei (jr^, y^) eine singulare 
Stelle, für welche \x^\<ir + d^^ lyvI^^' + ^V Befindet sich alsdann 
unter den Punkten {x^, yj (v == 1, 2, . . .) ein solcher, für welchen | iP^ | ^ r, 
Vv I ^ ^'} sö ist damit die Behauptung erwiesen. Ist dies jedoch nicht 
der Fall, so ist die Anzahl der voneinander verschiedenen unter den 
Punkten (x^, yj notwendig eine unendliche, und dieselben besitzen daher 
mindestens eine Häufungsstelle {x^^y^* Für diese letztere muß offenbar 
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^o\^^9 I yo I ^ ^' s®^^- Wäre {Xq, y^) aber eine reguläre Stelle, so müßte 
das gleiche auch von allen Stellen einer gewissen Umgebung von (x^, y^ 
gelten. Da dies nicht der Fall ist, so ist (Xq, y^ notwendig eine singulare 
Stelle, so daß auch in diesem Falle die Behauptung erwiesen ist.^) 

Um die verschiedenen Möglichkeiten, welche hierbei eintreten können, 
näher zu untersuchen, werden wir im folgenden auch die Resultate des 
ersten Abschnittes mit anwenden und insbesondere zu unterscheiden haben, 
ob eine der beiden Größen r, r ein Maximalradius (§ 4) ist oder nicht 
Zunächst zeigen wir: 

Konvergiert $ß (rc, y) im Gebiete | a; | < r, | y | < /, und besitzt die 
Funktion eine singxdäre Stelle (x^j y^, für welche | ar^j j «= r, \yQ\<r, so 
sind auch die sämtlichen Stellen {x^yy) {\y\'^r) singulare Stellen. 

Beweis: Wir weisen dies zunächst nur für diejenigen Werte y = yi 
des Gebietes \y\^r nach, für welche | ^i — ^o I < ^' "~ ! ^i 1-^) 
Es gelte für einen derartigen Punkt y^ etwa 

^''-lyiHlyi-yoK« (5>o). 

Ist nun entgegen der Behauptung {Xq, y^) eine reguläre Stelle, so gibt es 
ein Kreisgebiet 

\x-'Xq\<6, \y — yx\<6' 

welches ebenfalls nur aus regulären Stellen besteht; dabei sei <f < r ge- 
wählt. Setzt man 

so gibt es, da | a?! | < r, | yi | < r, eine Potenzreihe 

welche die Funktion in der Umgebung der Stelle (x^, y^ darstellt. Der 
bei dieser Potenzreihe zu einem Radius q der rc-Ebene assoziierte Radius 
der y-Ebene sei mit Q ^^^ (p{q) bezeichnet. Da alle Punkte des Gebietes 

dem ursprünglichen Ereisgebiet angehören, also reguläre Stellen sind, so 

1) Der Beweis läßt sich auch auf anderem Wege, und zwar mittels der Folge- 
rang ans dem Hilfssatz (§ 18) erbringen: Die Annahme, daß jede Stelle (^o^S^o) 
des Gebietes |a:|^r, \y\^r eine reguläre sei, d. h. daß ihr ein Bjreisgebiet 
\x — x^l"^ Qq, \y — yo i = Po ziigeordnet sei , in welchem die Funktion sich regulär 
verhält, fuhrt notwendig zu einem Gebiete | a; | ^ r + d, | y | ^ »*' + ^ (^ > 0), in 
welchem die Funktion ebenfalls noch regulär sein und $(a;, y) daher absolut kon- 
vergieren müßte. 

2) D. h. deren Abstand von y^ kleiner ist als deijenige von der Ereisperipherie. 

r' 
(Die Punkte bilden das Innere der Ellipse, welche die große Halbachse -^, und die 

Punkte y as und y^^y^ zu Brennpunkten besitzt.) 
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ist sicher 

9(f - o) ^ ^'- 1 j/i ! = I yi - y© I + «• 

Da andererseits (xq, y^) singulare Stelle ist^ so maß notwendig: 



6 



Demnach ist ^(p) für q = — unstetig, was nur möglich, wenn j der 
Maximalradius ist, d. h. wenn 

(a) 9(P)=0 flür Oj. 

Nun besteht aber nach Annahme das Oebiet \x — Xq\<C6^ I y ~~ ^i I <^ ^' 
nur aus regulären SteUen, mithin auch das in ihm enthaltene Gebiet 

Nach dem Hauptsatz muß also $1(^ — ^17 ff'^yi) ^ diesem letzteren 
Gebiet absolut konvergieren, also z. B. sicher für | ic — ^1 i = 0^; | y — yi | = g-, 
d. h. es muß 



0) ^D^i 



in Widerspruch mit (a). 

Nachdem festgestellt ist, daß jede Stelle (x^^ y^) eine singulare Stelle 
ist« kann man nun, von einer solchen aus weiter schließend, das gleiche 
für jeden Punkt (xq, y^) nachweisen, für welchen 

|y»-yil<^'-|yal 

u. s. f. Indem man dies Verfahren eine endliche Anzahl von Malen an- 
wendet, ist es aber stets möglich, zu irgend einem yorgeschriebenen 
Punkt y des Gebietes | y | < / zu gelangen. Dies läßt sich z. B. wie folgt 
einsehen: Zu den Punkten y » ^i gehört stets der Mittelpunkt y = des 
£[reises. Von diesem aus weiterschließend gelangt man auf dem folgenden 

Schritte zu allen Punkten y^, für welche |y2!< 0^; auf dem nächst- 
folgenden durch passende Wahl von y^ zu irgend einem Punkte ^3, für 
welchen | ^3 1 < |/, u. s. f. Mithin ist notwendig jede Stelle (xq, y) (| y | <0 
und somit auch jede Stelle (Xq, y) (i y | ^ O eine singu^re. 

Femer gilt: Ist ^{Xy y) eine beliebige in der Umgebung des Punktes 
(0, 0) konvergente Potenzreihe, B ihr McLximalradius in der x-Ebene, so 
gibt es stets eine singulare Stelle (x, y), für welche | a; | = iJ und y = ist 

Denn wären sämtliche Stellen (x, 0) regulär, für welche | a; | ^ i? ist, 
so ^be es (§ 18) ein Gebiet, bestehend in der ^-Ebene aus einer end- 
lichen Anzahl von Kreisen Z^, Z'„...,Z„ in der y- Ebene aus einem 
Kreise \y\<Q\ derart, daß erstens f{x, y) sich an jeder Stelle dieses 
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Gebietes regulär yerhielte, und daß zweitens jeder Punkt o:; für welchen 
\x\^By im Innern ejnes der Kreise Kj^^ (A = 1, 2, . . . , i) gelegen wäre. 
Es würde aber alsdann eine gewisse Kreisfläche \x\ ^R + d (d > 0) 
existieren^ welche von dem Kreissystem K^ noch vollständig überdeckt 
wäre; im Gebiete \x\^R + d, \y\<.Q' müßte sich f{Xyy) noch regulär 
verhalten^ und folglich die Potenzreihe ^{Xy y) dort absolut konvergieren, 
während R ihr Maximalradius sein sollte. Mithin existiert notwendig 
eine singulare Stelle {x^ 0), für welche 1 2; | ^ Jß ist; dabei kann aber die 
Möglichkeit | :r { < jß nicht in Frage kommen. 

Wir knüpfen nun wieder an den obigen allgemeinen Fall an und 
verstehen unter r und / irgend ein Paar assoziierter Radien der Potenz- 
reihe ^{Xj y). Es gelten alsdann in den beiden zu unterscheidenden 
Fällen folgende Aussagen: 

1. Ist r Maximalradius, (r =» i2,) (und nur wenn dies der 
Fall ist,) so gibt es mindestens einen Wert X'=^ x^ (\x^\ = r) 
derart, daß die sämÜichen Stellen {xQ^y) (\y\^r) sioguläre 
Stellen sind. 

Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus den beiden vorhergehenden 
Sätzen. 

Da, wenn r Maximalradius ist, der größte Wert, welcher / beigelegt 
werden kann, der Minimalradius JR'q ist (vgL § 4), so kann der Satz auch 
in der folgenden Fassung ausgesprochen werden: 

Ist für eine in der Umgebung des Punktes (0, 0) absolut konvergente 
Potenzreüie ^{x, y) der Minimalradius Kq von null verschieden, so gibt 
es mindestens einen Wert x = Xq, dessen absoluter Betrag gleich dem 
Maximalradius B ist, derart, daß die sämÜichen Stellen {Xq, y) {\y\^ Ro) 
singulare Stellen sind.*) (Ist jedoch 2Jo = 0, so gilt nur noch die Aus- 
sage des vorhergehenden Satzes, nach welcher eine singulare Stelle (Xq, 0) 
vorhanden sein muß, für welche |a;o| =-R ist.^)) 

Ist / Maximalradius, (r == R\) so gilt selbstverständlich die analoge 
Aussage. Siud sowohl r als auch r Maximalradien (d. h. besteht der 
Bereich der absoluten Konvergenz überhaupt nur aus dem Kreisgebiet 
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<r, \y\<.r), so treten beide Aussagen gleichzeitig in Kraft.*) 



1) Beispiel. ^ix,y)^2 -^^^'^(r-Z^-^^r^- ffieri8tr' = 9(r)-l 

(0 < r < 1), jß » 1 , Mq=^1\ dementsprechend die singulare Stelle (1 , y) für jeden 
Wert von y. 

2) Vgl. das Beispiel in § 18: $(«, y) = /*(a; + y), wo f(x) die singulare Stelle 
xssai besitzt. Hier ist 12 «=1, 22^ = 0; in der Tat ist (1, 0) singulare Stelle. 

S) Beispiel. $(^, y) = J^a/'y"^^ ^^ _^^^^^ _y^ ■ Hier ist E.^B^l, 

Mqb=JR^*^1; in der Tat ist (1, y) singulare Stelle bei jedem Wert von y, und 
(«, 1) bei jedem Wert von x. 



62 V. Darstellnng d. anal. Funktion etc. Der Caachy-Laurentsche Satz. Singnl. Stellen. 



2. Ist weder r noch / Maximalradius, so gibt es auf der 
Begrenzung des Gebietes | rc | < r, | y | < / stets singulare Stel- 
len {x^j y^y für welche | ir^ | = r, | y© I == ^' ^^^ {ymi. nur solche). 
Jede derselben hat überdies die Eigenschaft^ Häufungsstelle 
weiterer singulärer Stellen (Xy y) zu sein, für welche | ic | < r, 
|y|>r', wie auch solcher, für welche |a;|>r, |y|<r' ist.^) 
Beweis. Zunächst steht fest, daß keine singulare Stelle (^o? 9o) ^^' 
treten kann, für welche |iCQ| = r, |yol<^' ^^^ (oder vice versa); denn 
alsdann wären nach dem oben bewiesenen Satze die sämtlichen SteUen 
(^0? y) (I y I = ^') singulare Stellen, und somit r Maximalradius. Da aber 
nach dem ersten Satze dieses Paragraphen mindestens eine singulare 
Stelle {Xq, ^q), (I iPo I ^ ^; I yo I ^ ^1 vorhanden sein muß, so ist hiermit der 
erste Teil der Behauptung erwiesen. 

Ist nun < rj < r, so gilt, da weder r noch / Maximalradius ist, 
r'i > /, wenn mit ri der zu r^ assoziierte Radius bezeichnet wird, und es 
existiert mindestens eine singulare Stelle (x^^ y^), für welche | ^i | = ^i, 
1^1 1 = ri ist. Nähert sich r^ dem Wert r, so nähert sich ri dem Wert r; 
die Gesamtheit der singulären Stellen (;r^, y^) besitzt also sicher eine 
Häufungsstelle (a;^, yo)> ^^ welche | aj^j | = r, | y© I ^ **' 8^^; ^^^ welche 
natürlich ebenfalls singulare Stelle ist. 

Ist nun (xq, yo) irgend eine singulare Stelle, für welche | äj^ | = r, 
{yo{==r' ist, so bleibt noch zu zeigen, daß sie selbst HäufungssteUe von 
singulären Stellen (x^ , y^) der soeben betrachteten Art ist. Zu diesem 

Zwecke betrachten wir die Doppelreihe ^^ix^Yf y~^)? welche die 
Funktion in der Umgebung der Stelle (^, ^j darstellt. Für diese sind 
offenbar — , — ein Paar assoziierter Radien; die einzige singulare Stelle 
auf der Begrenzung des Gebietes x — ^ < v« - 



2^ 



y-^ 



<Y ist aber die 



Stelle (xqj yo), und mithin ist wiederum weder — noch y Maximalradius. Nach 

dem soeben Bewiesenen muß daher (xq, y^) als einzige singulare Stelle 
der Begrenzung zugleich Häufungsstelle von singulären Stellen (x^, y^) 



sein, für welche 

gilt. 



^0 



< — und somit | a?! | < r (also notwendig | yi | > r) 



1) Vgl. wiederum das Beispiel in § 13. Es galt hier r' = 1 — r (0 < r < 1). 
Jede Stelle (x, y), für welche x-{-y=l, ist singulare Stelle. Am Bande eines Ge- 
bietes I £c Kr, \y\<ir befindet sich jedesmal eine solche, nämlich die Stelle (r, /), 
und diese ist zugleich HäufungssteUe der singulären Stellen (r — e, r'-\-s)^ wo s 
jeden komplexen Wert annehmen kann. 



YI. Erweiterungen des Satzes von der Unmögliolikeit iso- 
lierter singulärer Stellen. 

§20. 

Es seien hier einige Betrachtungen über singulare Stellen angefügt, 
welche den Zweck verfolgen, den in § 17 bewiesenen Satz über die Un- 
möglichkeit isolierter singulärer Stellen nach verschiedenen Bichtungen hin 
zu ergänzen.^) An die Spitze sei ein Satz gestellt, dessen Beweis sich 
lediglich auf folgende Punkte stützen wird: 

a) Sind die Funktionen F^{x) (v = 0, 1, 2, ...) eindeutig 
und regulär für jede Stelle x eines gewissen Bereiches B*), 

und konvergiert ^ F^ (x) gleichmäßig in bezug auf alle 

Werte x der Bandkurve C von B, so konvergiert die Summe 
auch gleichmäßig in bezug auf sämtliche Werte x des Bereiches 
B, (Siehe § 11.) 

b) Konvergiert die Doppelreihe ^{x^ y) für alle Wert- 
systeme {x, y), welche den Bedingungen | a? | < 9, I y | < 9' g®" 

nügen, absolut, so konvergiert ihre ZeilemreiheP{x,y) =^^P^{x)y*, 

wenn x und y in der gleichen Weise beschränkt werden, gleichr 
mäßig in bezug auf die Umgebung jeder Stelle x, und um- 
gekehrt. (Siehe § 12.) 

c) Enthält der Bereich B der rr-Ebene den Punkt rc^O, 
und ist f{Xj y) eine fiir jeden Wert x =^ Xq des Bereiches B 
bei hinlänglich kleinem \y\ eindeutig definierte Funktion von 
{x, y)y welche sich an jeder Stelle (Xq, 0) regulär verhält, so de- 
finiert jede Zeile P^{x) der die Funktion in der Nähe des 
Nullpunkts darstellenden Doppelreihe ^(x, y) eine für alle x 
des Bereiches B eindeutige imd reguläre Funktion f^{x) von x, 



1) Ebenso wie die Unmöglichkeit isolierter singulärer Stellen, so lassen sich anch 
die hier folgenden S&tze ans der G an chy sehen Integralformel ableiten. 

2) S. p. 3, Fußn. 
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und es gibt eine positive Zahl p' derart^ daß für | J/ 1 < p' 

solange x dem Bereiche B angehört. 
Ist nämlich x =: Xq irgend ein Punkt von B, so laßt sich, da die 
Stelle {Xqj 0) für die Funktion f{x, y) nach Voraussetzung eine reguläre 
ist, f{xQ,y) nach Potenzen von y entwickeln; die für jeden Punkt x^^Xq 
des Bereiches B eindeutig definierten Koeffizienten dieser Entwicklung 
seien mit f^(x) {v = 0, 1, 2, . . •) bezeichnet. Andererseits gibt es, wenn 
X ^ Xq wiederum einen beliebigen Punkt von B bezeichnet, aus dem näm- 
lichen Grunde eine Doppelreihe ^(a; — aj^, y), welche in einem gewissen 
Ereisgebiet \x — ^^o I < Po? I ? I ^ Po' ^^ ^®^ Punkt (xq, 0) sowohl absolut 
konvergiert als auch dem Werte nach mit f(x, y) übereinstimmt (letzteres 
wenigstens, solange x dem Bereich B noch angehört). Ordnet man 

^(rc — iPo, y) nach Potenzen von y, so sind die Koeffizienten P^ix — x^ 
Funktionen von rr, welche im Gebiet \x — Xq\<,Qq regulär sind und über- 
dies für jeden diesem Kreise angehörenden Wert x des Bereiches B mit 
fX^) der Reihe nach übereinstimmen müssen. Die Funktionen fX^) sind 
£dso im Bereiche B eindeutig, verhalten sich in der Umgebung jedes Punktes 
Xq von B regulär und stimmen speziell in der Umgebung von a; = mit 
P^{x) überein. 

Wählt man endlich dem Hilfssatze in § 18 gemäß unter den Punkten 
von B eine endliche Anzahl x^, ^i> • • •> ^j derart aus, daß die im obigen 
Sinne zugehörigen Kreise \x — Xi\<.Qx (A = 0, 1, . . ., V) den Bereich B 
vollständig überdecken, und bezeichnet mit q den kleinsten der zugeordneten 
Werte (><,', q^, . . ., 9/, so gilt sicher für | y | < (>' die behauptete Dar- 
stellung von f{Xy y) im Bereiche B, 

Der zu beweisende Satz lautet nun: 

Es sei C die Bandkwroe eines beliebigen Bereiches B der x- Ebene, 
femer r eine positive Größe. Ist alsdann eine eindevutige^) analytische 
Funktion f(x, y) regulär sowohl an jeder Stelle (x, y), für welche gleich- 
zeitig x auf C liegt und \y\^r ist, wie auch an jeder Stelle (x, 0), für 
welche x dem Bereich B angehört, so verhalt sich fix, y) auch in dem ganzen 
Gebiete regulär, welches aus dem Bereiche B der x-Ebene und dem Kreise 
I y I < / der y-Ebene besteht 

Beweis. Da f(x, y) sich an jeder Stelle (x, 0) regulär verhält, für 

1) Die Beschränkung auf eindeutige Funktionen ist keine wesentliche. Für 
mehrdeutige Funktionen ist der Satz in folgender Weise auszusprechen: „Verhält sich 
ein 2jweig von f{x, y) eindeutig und regulär in den angegebenen Teilgebieten, so ver- 
hält sich derselbe auch in dem ganzen Gebiete eindeutig und regulär.^^ Selbstredend 
ist dabei unter „demselben" Zweige die Gesamtheit derjenigen Funktionswerte ver- 
standen, zu denen man gelangt, ohne daß x den Bereich B und y den Kreis \y\<^r' 
verläßt. 
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welche x inB liegt, so folgt aus c) die Existenz einer positiven Zahl q', 
derart daß 

fi'e, y) - ^fMtr (xiaB,\y\<Q'), 

WO f^{x) (v = 0, 1, 2, . . .) eine för alle x des Bereiches B eindeutige und 
reguläre Funktion bedeutet. 

Da andererseits f(x, y) an jeder Stelle (a?, y) regulär ist, für welche 
X auf G liegt und | y | ^ r ist, so kann (gemäß der Folgerung aus dem 
Hilfssatz, § 18) jedem Punkt x = x^ von C ein Kreis \X'-x^\<,6^ zuge- 
ordnet werden, derart daß f{x,y) sich auch noch im Gebiet |a; — ii |<<yi, 
\y ^r durchweg regulär verhält. Nach § 17 gibt es also eine in diesem 
Oebiet absolut konvergente und daselbst mit f(x, y) dem Werte nach 

übereinstimmende Potenzreihe ^{x—x^, y), deren Zeilenreihe^ P^(x—Xi)tf', 

wie gleichzeitig angemerkt werde, gemäß b) für | y | < / im Kreise 
I ^ ~" ^1 1 ^ 4"^i sicher gleidimäßig konvergiert. Für diejenigen Werte 
von X, welche zugleich dem Bereich B angehören, muß jedoch diese Ent- 
wicklung von f(x, y) nach Potenzen von y mit der obigen übereiostimmen, 

so daß P^(x — Xj) nichts anderes als die Entwicklung der Funktion f^(x) 
nach Potenzen von x — x^ sein kann. Der Ausdruck 



QO 



S='2ax)y' 
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verhält sich also in der Umgebung jedes Punktes (a?, y) regulär, für wel- 
chen X auf C liegt und | y | < r ist, und zwar stimmt er auch hier mit 
f{x, y) überein. 

Unter den Punkten von C lassen sich nun — wiederum nach dem 
Hilfssatz § 18 — eine endliche Anzahl aj^rCj, . . ., Xi herausgreifen, der- 
art daß jeder Punkt von C im Innern mindestens eines der zugehörigen 
Kreise \^ — s^i\^ ^<fx (A«= 1, 2, . . ., J) gelegen ißt. Aus der obigen Be- 
merkung über die gleichmäßige Konvergenz von 2^Py(a? — a?i)y^ folgt 

daher sofort die gleichmäßige Konvergenz der Summe S in bezug auf 
alle Werte x der Kandkurve C, und somit nach a) auch diejenige in be- 
zug auf den Bereich B selbst; | y | < r' überall vorausgesetzt. Ist also 
a? = rr^ ein beliebiger innerer Punkt von B und gehört der Kreis | x—x^ \ < Qq 
dem Bereich B noch an, so muß die Doppelreihe, welche aus S hervor- 
geht, wenn die Funktionen f^{x) nach Potenzen von x — Xq entwickelt 
werden, gemäß b) im Gebiet | ^ — ^o | < Po; I y I < ^' absolut konvergieren, 
d. h. 8 stellt eine in diesem Ejreisgebiet reguläre analytische Funktion dar. 
Faßt man alles zusammen, so verhält sich aJso der Ausdruck 8 
schließlich in der Umgebung eines jeden Punktes des Gebietes {B, | y | < /) 
regulär; da nun 8 in gewissen Teilgebieten, z. B. im Gebiete (5, | y | < q) 

6 
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mit f{Xy y) übereinstimmte, so fällt notwendig S in dem ganzen bezeich- 
neten Gebiete mit der Fimktion ({x, y) zusammen, und diese verhält sich 
somit ebenfalls an jeder Stelle des Gebietes regulär. 

Der Satz beh^t seine Gültigkeit bei, wenn der Punkt a; = oo dem 
Bereiche B angehört. 



§21. 

Aus diesem Satze läßt sich nun folgende Schlußfolgerung über die 
singulären Stellen einer Funktion zweier Veränderlichen ziehen: 

-Es sei C die Bandkwrve irgend eines Bereiches B der x-Ebene, welcher 
den Nullpunlct enthält Ist nun der Punkt (0, 0) eine singulare Stelle der 
eindeutigen analytischen Funktion f(x, y), verhalt sich jedoch f(x, y) an jeder 
Stelle {x, 0) regulär, fiJlr welche x auf C liegt , so gibt es eine ZaM p' > 
derart, daß eu jedem Punkt y^y^ des Kreises \y\<.Q eine singulare 
Stelle (xQ^yo) existiert, für welche Xq dem Bereich B angehört. 

Beweis. Da f{x,y) sich an jeder Stelle {x, 0) regulär verhält, für 
welche x auf C liegt, so gibt es (§ 18) eine Zahl (/ > derart, daß auch 
alle Stellen {x, y) reguläre sind, für welche x auf C liegt und | y | < tf' 
ist. Alsdann genügt die Zahl Q=^\6' den Anforderungen des Satzes. 

Würde nämlich die Behauptung etwa für den Punkt y = ^o (l ^o I < T ) Glicht 

zutreffen, so müßte f{x, y) sich nicht nur an allen Stellen {x, y^) regulär 
verhalten, für welche x auf C liegt, sondern auch noch an allen Stellen 
(x, y^, für welche x dem Bereich B angehört. Beschreibt man alsdann 
um y = yQ als Mittelpunkt einen Kreis (Radius /), welcher den Nullpunkt 
umschließt, jedoch noch ganz innerhalb des Gebietes | y | < (^"^ gelegen ist, 
so würden für diesen Ereis in Verbindung mit dem Bereich B der a?- Ebene 
die Voraussetzungen des vorigen Satzes genau zutreiBPen. Mithin müßte 
f(x, y) auch in dem ganzen Gebiet {B, y — ^o I < ^') regulär sein, was 
der Voraussetzung widerspricht, nach welcher (0, 0) eine singulare Stelle ist. 

Polgerungen. Ist der Punkt (0, 0) eine singulare Stelle für die 
Funktion f{x, y), gibt es jedoch in einer gewissen Nachbarschaft desselben 
keine weitere singulare Stelle, deren y-Eoordinate null ist, oder gibt es 
wenigstens innerhalb jedes beliebig kleinen Kreises um x =^0 noch Be- 
reiche B, welche den Punkt x^O enthalten, und deren Randpunkte mit 
y =» sämtlich reguläre Stellen ergeben, so läßt sich, wie der obige Satz 
unmittelbar ergibt, zu einer gegebenen positiven Zahl q stets eine zweite q 
dera/rt angeben, daß zu jedem Punkt y^y^ des Kreises | y | < p' mindestens 
eine singulare Stelle (Xq, y^) der Funktion existiert, welche der Bedingung 
x^\<Q genügt.^) 



1) Ist (0, 0) singulare Stelle, gibt es jedoch keine singnl&ren Stellen (o;, y), für 
welche < | a? | <;^, | y | <5f' ist, wo ^ und ^ zwei positiye Zahlen bedeuten, so 



1 
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Ist der Punkt (0^ 0) eine singulare Stelle^ ist jedoch die soeben an- 
gegebene weitere Voraussetzung nicht erfüllt^ d. h. besitzt ein jeder inner- 
halb eines gewissen Kreises | o; | < 9 gelegener^ den Nullpunkt enthalten- 
der Bereich B mindestens einen Randpunkt x, welcher Koordinate einer 
singulären Stelle (x, 0) ist^ so kann man noch folgende zwei Möglich- 
keiten unterscheiden: Entweder erfüllt die Gesamtheit der Stellen (x, 0), 
an welchen die Funktion sich nicht regulär verhält^ (welche also entweder 
singulare Stellen sind oder ganz außerhalb des Definitionsbereiches der 
Funktion liegen,) die ganze a;-Ebene überall dicht^ oder dies ist nicht der 
Fall. ^) Im ersten Fall kann sich offenbar die Funktion in keinem Punkte 
regulär verhalten, dessen {/-Koordinate null ist, y » kann etwa als 
,,feste'^ singulare Stelle bezeichnet werden, und der obige Satz gestattet 
keine Anwendung mehr; in der Tat braucht es in diesem Falle weitere 
singulare Stellen nicht mehr zu geben. 

Im zweiten Falle aber lassen sich in der ^- Ebene Bereiche B^, ^}-" 
nachweisen, deren Punkte x ausnahmslos reguläre Stellen (rr, 0) liefern 
(und welche demnach den Punkt x^O nicht enthalten). Man bezeichne, 
nachdem eine beliebig große, jedoch endliche Anzahl solcher Bereiche aus- 
geschieden worden ist, den Rest der o;- Ebene mit T, und sodann mit B 

die Gesamtheit der Häufungsstellen aller derjenigen Tunkte von T, welche 
mit dem Punkt o; => durch eine aus einer endlichen Anzahl geradliniger 

Stücke bestehende Linie verbunden werden können, die ganz in T ver- 
läuft. Jeder solche Bereich B genügt alsdann den Voraussetzungen des 
obigen Satzes. 

§22. 

Wir wollen den in § 20 bewiesenen Satz nun noch dazu benutzen, 
um einen in § 17 nur für den Fall konzentrischer Kreisgebiete abgeleiteten 
Satz auf beliebige Bereiche zu verallgemeinem. Es gilt nämlich: 

Es sei ein hdidnger Bereich % vorgelegt, und femer ein Bereich 83*), 
dessen sämtliche Punkte ssu, % gehären. Steht alsdann von einer eindeutigen^) 
anah/tischen Funktion f{Xy y) fest, daß sie sich an aUen denjenigen Stellen 
von % regulär verhalt^ wdcke nicht zu 93 gehören, so verhalt sie sich in Z 
durchweg regulär. 

Wir beweisen den Satz in der folgenden gleichwertigen^) Fassung: 

ergibt sich ebenfalls durch Anwendung des obigen Satzes, daß sämtliche Stellen (0, y) 
{\y\^g') singulare Stellen sein müssen. 

1) Letzteres tritt z. B. bei dem in § 23 behandelten Beispiel ein, wo alle Stellen 
(x^ 0) singoläro sind, für welche x anf der positiv imaginären Halbachse liegt. 

2) S. p. 3, Pnßn. 

3) Vgl. p. 64, Fnßn. 

4) Ist die Voraussetzung der ersten Fassung erfüllt, so konstruiere man (mit 
Anwendung des Hilfssatzes § 18) einen noch in % gelegenen Bereich 9^ derart, daß 
alle Punkte Yon 93 innere Punkte von 9^ werden; ^^ erfüllt alsdann die Voraussetzungen 
der zweiten Fassung. 

6* 
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Es sei ein hdiebiger Bereich 85 vorgelegt, und mit C die Bandkurve 
von B, mit C diejenige von B' bezeidinet. Vet'halt sich alsdann eine 
eindeutige analytische Funktion f(x, y) an jeder Stelle (x, y) regulär, für 
welche x dem Bereich B und y der Kurve C, wie auch an jeder solchen, 
für welche x der Kurve C und y dem Bereich B' angehört, so verhält sie 
sich in 83 durchweg regulär,^) 

Beweis. Da f(x, y) sich an allen Stellen (x, y) regulär verhält, für 
welche x dem Bereich B und y der Eunre C angehört; so kann (gemäß 
der Folgerung aus dem Hilfssatz, § 18) jedem Punkt y^y' von C ein 
Ereis | y — y | < <y' zugeordnet werden, derart daß f(x, y) sich auch an 
jeder Stelle des Gebietes {B,\y — y'\ <<f') regulär verhält. Greift man 
also — wiederum nach dem erwähnten Hilfssatz — aus der Gesamtheit 

der Kreise \y — y'\< -ö" eiJ^e endliche Anzahl derart heraus, daß jeder 

Punkt y' von C innerhalb mindestens eines derselben liegt, und bezeichnet 
mit 2r' den Radius des kleinsten derselben, so besteht das Gebiet 
(B, \y — y'\ < 2r'), unabhängig von der Wahl von y' auf C, nur aus 
regulären Stellen. 

Die Punkte von B' mögen nun auf zwei Punktmengen verteilt werden. 
Die eine P^ derselben ^umfasse die Gesamtheit derjenigen Punkte y^ von 
B', zu welchen mindestens eine singulare Stelle {x^, y^) existiert, deren 
rr- Koordinate x^ in B gelegen ist; die andere P^ bestehe aus allen übrigen 
Punkten von B' und enthält also sicher alle Punkte des Randes C, sowie 
alle diejenigen Punkte von B', deren Entfernung von irgend einem Rand- 
punkt weniger als 2/ beträgt. Ist P^ =» 0, so ist damit die Behauptung 
offenbar erwiesen. Gibt es aber Punkte, welche zu P^ gehören, so müssen 
sich in B' zwei Punkte y^, y^ nachweisen lassen, von denen der eine y^ 
zu Pq gehört, der andere y^ zu P^, und deren Entfernung kleiner ist als 

eine vorgeschriebene Größe -g- ; dabei möge r der oben fixierte Wert bei- 
gelegt werden. Wird alsdann um y ^y^ mit dem Radius r ein Kreis 
beschrieben, so treffen für diesen in Verbindung mit dem Bereich B der 
o;- Ebene die Voraussetzungen des in § 20 bewiesenen Satzes (wenn dort 
y durch y — y^ ersetzt wird) wörtlich zu. Mithin muß auch das ganze 
Gebiet (B, | y — ^o I "^ ^') *^^ regulären Stellen bestehen, was der Annahme 
widerspricht, nach welcher y^ zu P^ gehören sollte. 

1) Kurz ausgedrückt: Verhält eine analytische Funktion f{x, y) sich in der ünv- 
gebung jedes Begrenzungspunktes eines Bereiches fö regüUi/r, so verhalt sie su^ in JB 
durehtoeg regulär. 



YU. Darstellung der analytischen Funktionen zweier Ver- 
änderlichen durch die Zeilen- oder Diagonalenreihen von 

Fotenzreihen. 

§ 23. 

Obwohl bei der Behandlung der analytischen Funktionen zweier Ver- 
änderlichen die Anwendung der absolut konvergenten Doppelreihen aus- 
reicht; so wird doch in yielen Fallen die Zulassung der Zeilen- oder 
Diagonalenreihen von Potenzreihen wünschenswert sein^ da deren Eon- 
vergenzbereich im allgemeinen ein größerer ist. Bevor man jedoch unter- 
sucht; in welchem Umfange die Benutzung einer solchen möglich ist^ wird 
man sich die Frage vorzulegen haben^ ob eine Zeilenreihe (bzw. Diagonalen- 
reihe) innerhalb ihres Eonvergenzbereiches überhaupt immer eine durchweg 
reguläre Funktion darstellt^ eine Untersuchung^ deren man bei der absolut 
konvergenten Doppelreihe überhoben war^ da mittels der letzteren das 
reguläre Verhalten einer analytischen Funktion zweier Veränderlichen ge- 
rade definiert wurde. 

Aus § 12 ergibt sich nun unmittelbar der folgende Satz: 

Konvergiert die Zeüenreihe P(x,y) ^ ^ P^(x)y^ für aMe der Be- 

dingung |y|<p' genügenden Werte von y in einem Bereiche T der x-Ebene, 
so stellt sie dann und nur dann eine in dem so definierten Bereich % durch- 
weg reguläre analytische Funktion von (x, y) dar, wenn die Konvergenz für 
jeden der betrachteten Werte von y in beimg OAif die Umgebung eines jeden 
Punktes von T eine gleichmäßige ist (wenn also der Bereich T dem m, 
I y I < p' gehörigen Bereich P der gleichmäßigen Kowoergenz (§ 11) voll- 
ständig angehört).^) 

Ist nämlich x^ Xq ein beliebiger Punkt von T, und konvergiert 
B{x,y) £Ür jyl <(>' gleichmäßig in bezug auf die Umgebung eines jeden 
Ptinktes der Ereisfläche \x — x^\<,if, so erhält man (gemäß § 12) durch 
Entwickeln der Funktionen Py(a;j nach Potenzen von x — Xq eine Doppel- 

1) Man beachte, daß hier die gleichmäßige Konvergenz auch eine notwendige 
Bedingung ist. Hingegen kann, wie bekannt, P(x, y^) , auch ohne im Bereich T durch- 
weg gleichmäßig zu konvergieren, eine in T regu^e analytische Funktion von x 
darstellen. (C. Runge, Acta Math. 6 (1885), p. 245.) 
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reihe ^{x — Xq, y), welche im Gebiete \x — Xq\<q, \y\<Q' absolut kon- 
vergiert und daselbst mit P{Xyy) übereinstimmt. Somit läßt sich P{x,y) 
in der Umgebung eines jeden Punktes von % durch eine daselbst absolut 
konvergierende Doppelreihe ersetzen. 

Stellt umgekehrt P{x, y) eine im Bereich % durchweg reguläre analy- 
tische Funktion von {x^y) dar, so besteht, wenn x=^Xq irgend einen Punkt 
des Gebietes T bezeichnet und die Kreisfläche | a; — rr^ | < 9 diesem noch 
angehört, das Gebiet \x — XQ\<i(^y I y I < p' ^^^ aus regulären Stellen der 

Funktion. Miihin gibt es (nach § 17) eine Potenzreihe ^{x — Xq, y), welche 
in diesem Gebiet absolut konvergiert und mit P(x,y) übereinstimmt. 
Aus der ersteren Eigenschaft derselben folgt (§ 12), daß ihre Zeilenreihe 

für I y I < 9' in der Umgebung jeder Stelle des Ereisgebiets | a? — a;^ | < p 
gleichmäßig konvergiert^ aus der letzteren, daß 

?.(^ - ^0) = -P.(^) far \x-x^\<Q 
(i;=,0, 1, 2,...). 

Mithin konvergiert ^P^(x)y^, solange |y | < p', gleichmäßig in der üm- 

gebung jedes Punktes von T. 

Tritt in der y- Ebene an Stelle des Kreises |y| <p' um y = ein 
beliebiger Bereich T\ so bleibt auch dann noch die gleichmäßige Konver- 
genz von P{x, y) für alle Werte y des Bereiches T' in bezug auf die 
Umgebung jedes Punktes x von T (oder, was dasselbe ist, die gleichmäßige 
Konvergenz von P{x, y) in bezug auf die Umgebung jeder Stelle (x, y) 
des Bereiches %) eine hinreichende Bedingung dafür, daß P(Xy y) eine in 
% reguläre analytische Funktion darstellt. Denn aus der gleichmäßigen 
Konvergenz von P{x, y) für y «= y^ in einem Bereich der a;-Ebene folgt 
das gleiche für alle |y|<|yo|i so daß sich die Richtigkeit der Behaup- 
tung unmittelbar aus dem obigen Satze ergibt. 

Es mag nun zunächst als Illustration für den Fall, in welchem die 
Bedingung des obigen Satzes nicht erfüllt ist, also die durch P{x, y) dar- 
gestellte analytische Funktion sich in % nicht durchweg regulär verhalt, 
eine Potenzreihe aufgestellt werden, deren Zeilenreihe P(aj, y) für jeden 
endlichen Wert von x und y konvergiert, ohne jedoch in gewissen Ge- 
bieten der a;-Ebene für irgend einen Wert von y (außer y — 0) gleich- 
mäßig zu konvergieren. Wir benutzen zu diesem Zwecke gewisse von 
Herrn C. Runge*) gebildete ganze rationale Funktionen gn{x) (»=1,2,...), 
welche die folgenden beiden Eigenschaften besitzen: 

(1) hmg^ix) = 



n=SBQO 



1) Zwr Theorie der cmaiyiisehen Fvmktumen, Acta Math. 6 (1885), p. 246. 
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fftr jeden endlichen Wert von a?; 

(2) k-(i + ii)|>l-i (»-1,2,...). 

Setzt man nvin 

n(a^) = 1 

Py(<») = [S9MY iv = l,2,...) 
80 konvergiert 



00 



J'(»,y)-^-P,(*)y 

für jeden endlichen Wert von x und y. Die Konvergenz ist jedoch fQr 
keinen (von null verschiedenen) Wert von y eine gleichmäßige in bezug 
auf die Umgebung des Punktes x = 0. Denn fQr i; > 2 gilt 

und infolgedessen wachsen^ wie auch y — y^ und p>0 angenommen wer- 
den^ in der Reihe der Größen 

J'.(-7+^)y; (»' = 0,1,2,...) 

bei welchen die Argumente — [- t ^^n irgend einem Term an dem Kreise 



x\<C.Q angehören^ die absoluten Betrage ins Unendliche. 

Es folgt hieraus zunächst^ daß die durch P{Xy y) definierte Doppel- 
reihe ^{Xy y) außer für a; — und fQr y == nirgends absolut konver- 
gieren kann; denn aus der absoluten Konvergenz in einem Punkte (^r^^ y^ 
würde die absolute Konvergenz im Gebiete | i^ | < | ^o I; I y I "^ I ^o I folgen, 
diese aber würde die gleichmäßige Konvergenz der Zeilenreihe in der Um- 
gebung jeder Stelle dieses Gebietes nach sich ziehen. 

Man kann das einem Kreise | J/ 1 < p' zugeordnete Gebiet P der gleich- 
mäßigen Konvergenz von P{Xy y) (§ 11) hier vollständig bestimmen, wenn 
man noch eine dritte Eigenschaft der Funktionen ^„(a;) benutzt. Für 
alle Punkte x, welche gleichzeitig den beiden Bedingungen 

\x\£n, \x — ti\^^ (für jeden Wert ^ ^ 0) 
genügen 0, gUt nämlich: 

Ist nun x=^ Xq ein beliebiger Punkt der iP- Ebene, welcher außerhalb 
der positiv imaginären Halbachse liegt, und beschreibt man um x ^^^ Xq 
einen Kreis, von dessen Peripheriepunkten noch das nämliche gilt, so 
sind, sobald n eine gewisse Zahl n^ übersteigt, für alle Werte x^ welche 

1) Genügt X diesen beiden Bedingungen, so gehört es nämlich dem in der 
zitierten Abhandlung definierten Bereich A^ sicher an. 
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diesem Kreise (inkl. Begrenzung) angehören^ die obigen beiden Bedingungen 
und somit die Ungleichung (3) oder, weil | a? | ^ — , die Ungleichungen 

\9n(^)\<l: (w^wo) 

und folglich 

erfüllt. Infolgedessen konvergiert P{x, y) für jeden endlichen Wert von y 
gleichmäßig in bezug auf jenen Ereis der :7 -Ebene, d. h. die Stelle x^ ge- 
hört, welchen Wert auch q habe, dem Gebiet P stets an. Ist dagegen 
^o=^^o* (^o>^); s^ gehört .^Pq niemals zu P, da andernfalls der ganze 
Ereis | ^ | =» ^o; ^^^ mithin (§ 11) auch sein Inneres zu P gehören müßte, 
während von der Stelle x^O das Gegenteil bereits nachgewiesen ist. 
Das Gebiet P besteht mithin — unabhängig von der Wahl von q — 
aus der ganzen rr-Ebene mit Ausschluß der Stellen x^ti{t^Qi). Ist 
also XQ^s^-^-t^i ein beliebiger endlicher Wert von x^ so konvergiert die 
durch Entwickeln der Funktionen P^{x) nach Potenzen von x — x^ ent- 
stehende Doppelreihe ^(x — x^y y), wenn <o < 0, im Gebiet | a? — - a:^ | < 1 rCo 1 > 
wenn ^o^ ^ (jedoch s^^Q), im Gebiete | a? — ^o I < I ^o I ^^^ jeden endlichen 
Wert von y absolut, dagegen wenn s^^O^ ^o^^; *^ keiner Stelle (x,y\ 
für welche x — Xq und y von null verschieden sind; während in jedem der 
Fälle die Zeilenreihe — da mit P(Xy y) identisch — fär jeden endlichen 
Wert der Argumente konvergiert. 

P(x, y) stellt, wie hieraus in Übereinstimmung mit dem oben be- 
wiesenen Satz hervorgeht, in jedem Gebiet % eine durchweg reguläre 
analytische Funktion dar, solange das Gebiet T der ;r-Ebene keinen der 
Punkte X ^U{t'^0) enthält; ist jedoch letzteres der FaU, und enthält^) 
gleichzeitig das Gebiet T' den Nullpunkt, so ist P{x, y) in dem so defi- 
nierten Bereich nicht mehr durchweg regulär. 

Tatsächlich sind für die durch P(^, y) definierte analytische Funktion 
die Punkte (ti^ 0) (t ^ 0) sämtlich singtdäre Stellen, Gäbe es nämlich 

eine Doppelreihe ^(x — t^i, y), welche in einem gewissen Kreisgebiet 
\x — t^i] <i6, I y I < tf' absolut konvergieren und etwa in demjenigen Teil 
desselben, in welchem der reelle Teil von x größer als null ist, mit P{x, y) 
übereinstimmen würde, so müßten für jeden derartigen Wert von x ihre 
Zeilen offenbar mit Py(x) der Reihe nach übereinstimmen, d. h. ihre Zeilen 
könnten nichts anderes als die nach Potenzen von x — t^i entwickelten 
Funktionen P^{x) sein. Für diese Doppelreihe ist aber nachgewiesen 
worden, daß sie, außer wenn eines ihrer Argumente verschwindet, nicht 
absolut konvergieren kann. 

Hieraus folgt aber weiter, daß die Stellen (ti, y) (^ ^ 0, y beliebig) 



1) Daß diese Beschränkung unnötig ist, wird sich sogleich ergehen. 
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sämtlich singulare Stellen sein müssen. Denn ist y '^ y^ ein beliebiger 
von null verschiedener Wert, so konvergiert die Doppelreihe ^^(x — x^y 
y — y^y welche |die Funktion in der Umgebung der regulären Stelle 
x^ x^^ Sq+ t^i {Sq'^O, ^o> 0); y = yo darstellt, gemäß § 17 sicher im 
Kreisgebiet |a; — a;©! < |So |, |y — yol<P^ ^^ P' ^®^ Größe nach un- 
beschränkt ist, also größer als | ^q | angenommen werden kann. Da aber 
{t^ifO) eine singulare Stelle ist, so folgt nach § 19, daß die sämtlichen 
Stellen (^*, y) (| y — ^o I ^ '^0 singulare Stellen sein müssen. P(a?, y) ver- 
hält sich also in einem Gebiet % dann und nur dann durchweg reguj&r, 
wenn der Bereich T der ^- Ebene keinen der Punkte x^ti(t^O) enthält.^) 



Für die Dicyonaienreühen gilt in dieser Hinsicht der folgende Satz: 

Konvergiert die Diaganaienreihe I){x, y) einer Potenzreihe für jeden 

Wert y eines Bereiches T' gleichmäßig in hezug auf die Umgebung jedes 

Punktes x eines Bereiches T, so stellt dieselbe eine in dem so definierten 

Bereich % reguläre analytische Funktion da/r, * 

Ist nämlich {x\ y) irgend ein Punkt des Bereiches I, so konvergiert 
nach § 14 I){Xj y) auch in bezug auf die ganze Umgebung dieses Punktes 
gleichmäßig. Nimmt man also zunächst y' + an und setzt x =^yz so- 



1) Auf ähnliche Weise läßt sich ein Beispiel fdr den Fall konstruieren, wo 
P{x^y) in bezug auf einen gewissen Bereich B der a;- Ebene zwar für alle Werte y 
eines Kreises | y | <C p' gleichmäßig konvergiert, wo jedoch die Gesamtheit der Werte 
von y, fOr welche in B überhaupt Konvergenz stattfindet, einen größeren Kreis 
I y I <[ P' erfOQlt. Geht man nämlich von ebendenselben ganzen rationalen Funktionen 
^„(a;) aus, bezeichnet c^ = Max | ^„ (o;) | , (so daß 2c„^l, sobald n>l) und setzt 
jetzt l«l=-i 

Po(a:)-l, P^{x)^{i^y (^ = 1,2,...) 

so konvergiert P{x^y) wiederum fOr jeden endlichen Wert von x und y\ dagegen 
ist, da Max | Py(a;) | «= 1, die Konvergenz in bezug auf das Gebiet | o; { ^ 1 nur dann 

eine gleichmäßige, wenn I y | <[ 1 ist. In bezug auf jedes beliebige Gebiet B^ welches 
keinen der Punkte a;^=ti(t^O) enthält, ist jedoch auch hier die Konvergenz für 
jeden endlichen Wert von y eine gleichmäßige. 

Während nun in bezug auf den Bereich | o; | ^ 1 nur für | y | << 1 gleichmäßige 
Konvergenz stattfindet, so konvergiert P{Xy y) im Innern desselben (d. h. in bezug 
auf die Umgebung jeder Stelle | ^ | <^ 1) fOr jeden endlichen Wert von y gleichmäßig. 
Dies ist zunächst noch zweifelhaft für die Umgebung der Stellen x=^ti (0^t-<l); 
man überzeugt sich aber leicht davon, daß die durch P{x, y) definierte analytische 
Funktion sich an allen Stellen (ti, y)(0:^t<l, y beliebig) regulär verhalten muß. 
Wäre nämlich eine solche {f^i^ y^) singulär, so würde man wie bei dem obigen Bei- 
spiel nachweisen, daß (f^i^ y) auch bei beliebigem y eine singulare Stelle sein müßte, 
was aber fSi | y |<] 1 nicht zutrifft. Es ergibt sich daher schließlich mit Anwendung 
der gleichen Hilfsmittel wie bei dem Beispiel des Textes, daß P(a;, y) — unabhängig 
von y — in einem Gebiet B dann und nur dann gleichmäßig konvergiert, wenn das- 
selbe keinen der Punkte x=^t%(f^l) enthält, wUhrend die sämtlichen Stellen (fi^y) 
{f^ 1) singulare Stellen der durch Pipc^y) dargestellten Funktion sind. 
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wie oi ^\fs!y so konvergiert T){x^ y) = y\ Dx{sf)y^ auch in bezug auf y 

i 
und in einer gewissen Umgebung des Punktes y ^ y', =» 0' gleich- 
mäßig und stellt mithin eine innerhalb dieser letzteren reguläre analytische 
Funktion von y und jg, und folglich gemäß § 6 auch eine in der Um- 
gebung des Punktes (a?', y) reguläre analytische Funktion von {x, y) dar. 
Ist jedoch y'. = 0, so konvei^ert (§ 14) $ (x, y) selbst noch absolut in 
einem gewissen Kreisgebiet | a? | < | a^o I, | y | < p', welches den Punkt {x', 0) 
als inneren Punkt enthält. 



§ 24. 

Wir wollen uns nun schließlich der Frage zuwenden ; in welcher 
Ausdehnung eine beliebige analytische Funktion von (x, y) durch die 
Zeilenreihe P(x, y) einer nach Potenzen von x und y fortschreitenden 
Doppelreihe dargestellt werden kann; es wird sich dabei weniger um 
neue Untersuchungen als um eine Zusammenstellung der Tatsachen handeln. 

Eine gegebene analytische Funktion f{x, y) (oder allgemeiner eine 
beliebige von x und y abhängige Größe) läßt sich in einem vorgelegten 
Bereich %, in welchem sie eindeutig definiert ist^ offenbar dann und nur 
dann durch einen Ausdruck von der Form P(Xy y) darstellen^ wenn die- 
selbe erstens ftlr jeden Wert x des Bereiches T eine in T' reguläre ana- 
lytische Funktion von y ist^ deren Fortsetzung sich auch noch in dem 
größeren Gebiete |y|<P' durchweg r^pilär verhält, und wenn zweitens 
bei der Entwicklung der so definierten analytischen Funktion von y nach 
Potenzen der Größe y die Koeffizienten in ihrer Abhängigkeit von x sich 
als im Bereiche T reguläre analytische Funktionen ergeben, deren Fort- 
setzung auch noch im Gebiet | a; | < P durchweg regulär ist. Dabei be- 
deutet P (bzw. P') die obere Ghrenze der absoluten Beträge sämtlicher 
dem Bereich T (bzw. T') angehörenden Werte. Über die Gestalt des 
Konvergenzbereiches einer beliebigen Zeilenreihe P(x, y) läßt sich dem- 
entsprechend von vornherein nur^) aussagen, daß für irgend einen Wert 
X ^ Xq {\xq\<. X) die Veränderliche y auf die Fläche des Konvergenz- 
kreises der Potenzreihe P{Xq, y) beschränkt ist^ also — vorausgesetzt, daß 
letzterer einen von null verschiedenen Radius besitzt — auf die Fläche 
desjenigen Kreises um y =» 0, dessen Peripherie durch eine singulare Stelle 
der analytischen Funktion P{Xq, y) von y hindurchgeht, während sein 
Inneres von singulären Stellen derselben frei ist. 

Während nun die durch eine beliebige Zeilenreihe P{x, y) dargestellte 
Größe durchaus nicht eine innerhalb jedes Bereiches X, welcher dem Kon- 
vergenzbereich vollständig angehört, reguläre analytische Funktion von 
(Xy y) zu sein braucht, ja sogar in verschiedenen Teilbereichen eines der- 



1) Vgl. die Beispiele p. 29, Fnßn. 2). 



durch Zeilen- und Diagonalenreihen. § 24. 75 

artigen Bereiches % verschiedene analytische Funktionen definieren kann^), 
so werden die Verhältnisse weit übersichtlicher^ wenn man sich auf die 
Betrachtung yon Bereichen beschrankt^ in welchen die Zeilenreihe gleich- 
mäßig konvergiert. Es ergibt sich nämlich alsdann unmittelbar: 

Damit eine von x wnd y (abhängige Größe f(x, y) in einem Bereich %j 
in welchem sie eindeutig definiert ist, durch die in der Umgebung jedes 
Punktes von % gleichmäßig konvergierende Zeilenreihe P{x, y) einer nach 
Potenzen von x und y fortschreitenden Doppelreihe dargestellt werden könne^ 
ist notwendig und hinreichend, daß f(x, y) erstens eine in % reguläre anch 
lytische Funktion von (x, y) sei, deren Fortsetzung sich auch noch in dem 
größeren Gebiete (T, | y | < P') eindeutig und regulär verhalte, und daß 
zweitens hei der Entwicklung dieser Funktion nach Potenzen von y die 
(an sich schon in T regulären) Koeffizienten sich auch noch im Gebiet 
I a; I < P sämtlich regulär verhalten, (Dabei haben P und P' die oben an- 
gegebene Bedeutung.) Diese Darstellung der vorgelegten analytischen 
Funktion f(x, y) gilt alsdann sicher noch in jedem weiteren Gebiete^ 
welches in der y- Ebene aus einem beliebigen Kreise |y|<9' um den 
Nullpunkt, in der a;-Ebene aus irgend einem Bereich I\ besteht, dessen 
sämtliche Punkte dem zu | y | < 9' gehörigen Gebiet P der gleichmäßigen 
Konvergenz von P(x,y) (§ 11) angehören, und welcher mindestens einen 
Punkt mit T gemein hat; denn in jedem derartigen Gebiete stellt P(x, y) 
sicher die analytische Fortsetzung der Funktion f{x, y) dar. 

Der Bereich der gleichmäßigen Konvergenz einer beliebigen Zeilen- 

1) Hat P{Xf y) die gleiche Bedeutung wie bei dem in § 23 behandelten Beispiel, 
80 liefert die Zeilenreihe P{x^ y)'V ^(r-x,y) ein Beispiel dieser Art. Dieselbe kon- 
vergiert nämlich für jeden endlichen Wert von x und y\ jedoch ist jede Stelle (^, y\ 
deren erste Koordinate einen rein imaginären Wert besitzt, eine singulare. Die 
Zeilenreihe stellt also zwei verschiedene analytische Funktionen in ihrer ganzen 
Ausdehnung dar, und zwar tritt hier speziell der im Text erwähnte Fall ein. — In 
zwei voneinander getrennten Bereichen % allerdings kann, wie hieraus hervorgeht, 
eine Zeilenreihe P(a;, y\ auch wenn sie in jedem derselben gleichmäßig konvergiert, 
verschiedene analytische Funktionen darstellen (niemals jedoch in Teilbereichen eines 
einzigen Bereiches S, in welchem sie durchweg gleichmäßig konvergiert). Ein weiteres 

Beispiel dieser letzteren Art liefert P(a?, y)=^(aj*— -4)**y*'; diese Zeilenreihe kon- 

vergiert — unabhängig von y — an jeder Stelle des aus zwei getrennten Teilen be- 
stehenden Gebiets \x^ — ^ | <! I1 und zwar gleichmäßig in der Umgebung jeder derselben. 
Eine Fortsetzung der Funktion über dies Gebiet hinaus ist aber nicht möglich. Denn 
ist o; =s rCg ein Punkt desselben, K^ der größte Kreis um x^=x^, dessen Inneres dem 
Gebiet \x* — 4|<!1 noch angehört, und x^ deijenige Punkt seiner Peripherie, für 

welchen | a;f — 4 | «= 1 ist, so konvergiert (§ 12) die Doppelreihe $(2; — a;^ , y) für jeden 
Wert von y innerhalb des Kreises K^^ absolut, jedoch offenbar für keinen (von null ver- 
schiedenen) Wert von y über denselben hinaus. K^ ist also far die Doppelreihe 

S^(x — XQ,y) der Maximalkreis in der o;- Ebene, und mithin (§ 19) jede Stelle {x^^ y) 
eine singulare, da (x^ , 0) eine solche ist. P(x,y) stellt somit in den beiden Gebieten, 
in deren jedem es gleichmäßig konvergiert, je eine analytische Funktion in ihrer 
ganzen Ausdehnung dar. 



76 Vn. Darstelltuig der aualytiBchen Funktionen zweier Veränderlichen 

reihe P{Xy y) kann daher mittels der singulären Stellen der durch sie 
dargestellten analytischen Funktion in der folgenden Weise charakterisiert 
werden^ wobei X wiederum die untere Grenze der £onyergenzradien sämt- 
licher Zeilen bezeichnet: 

ErßiUt das einem Kreise \y\<Q zugeordnete Gebiet P der gleick- 
mäßigen Konvergenz von P{x, y) (§ 11) nidit das ganze Innere des Kreises 
\x\ <, Xy SO gibt es zu einem jeden der Bedingung { ^Tq { < X genügenden 
Begrenzungspunkt x^ von P mindestens eine singulare Stelle (Xq, y^, für 
welche | ^o I ^ ?' ^; (^^^ ^"^^ dann und rmr dann eine solcfie, für welche 
geradezu yo\<.Q' ist^ wenn der Begrenzungspunkt Xq dem Qdnet P nickt 
mehr angehört),^) 

Wäre dies nämlich fcir irgend einen Begrenzungspunkt x^ nicht der 
Fall, so müßte es (§ 18) eine Zahl q^>0 geben, derart daß das ganze 
Gebiet | ^ — ^o I ^ Po^ 1 9 1 ^ p' ^^^ ^^^ regulären Stellen bestünde; als- 
dann müßte aber nach obigem (falls ^^ < X — | a;^ | gewählt ist) die Dar- 
stellung durch die gleichmäßig konvergierende Zeilenreihe P(x,y) noch 
in diesem Gebiete gelten, d. h. der Kreis | ^ — ^o I ^ Po iKiüßte entgegen 
der Voraussetzung dem Gebiet P noch yollständig angehören. — Gibt es 
speziell für einen Begrenzungspunkt Xq keine singulare Stelle {x^^y^y für 
welche | y^ | < p' ist, so besteht, wie Idein auch £ > angenommen wird, 
ein gewisses Gebiet \x — x^\^Q^y \y\^Q ~ ^ ^^^ *^ regulären Stellen, 
und hieraus ergibt sich in ganz analoger Weise, daß der Punkt x^ noch 
2u P gehören muß; ebenso gilt das Umgekehrte. 

Die Lage dieser singulären Stellen kann unter Benutzung der in § 12 
definierten Größen 1^ in folgender Weise näher angegeben werden: 

Ist Xq ein beliebiger Wert von Xj dessen absoluter Betrag unterhalb X 
liegt, so gibt es stets eine singulare Stelle (xq, y©), für welche | j/o I =" ^«o; ^^ 
gegen keine, für welche | yo I < ^«o ^*'') 

Denn da JB^^den y-Maximalradius der Doppelreihe ^(x—Xq, y) bedeutet, 
welche dem Werte nach mit P(a;, y) übereinstimmt, so verhält sich P{x, y) 
an allen Stellen (rr^,, y), (|y|<-B«o) regulär, di^egen existiert nach § 19 
notwendig eine singulare Stelle (x^y y^, für welche | j/o I = -^o ^^^' ^^^ 
speziell Bx^ =^ 0, so kann offenbar die Stelle {x^y 0) keine reguläre sein. 

ErfQllt endlich das Gebiet P das ganze Innere des Kreises | o; | < X, 
so gibt es mindeßtens einen Wert x^ mit dem absoluten Betrage X derart, 



1) Bei dem Beispiel § 13 ist P das Gebiet |a;|<l, |a; — l|^p'; dementspre- 
chend besitzt die Funktion f(x -\-y) zu. jedem Punkt x = Xf^^ für welchen die beiden 
Bedingungen | a;^ | < 1, | a;^ — 1 1 = p' erfüllt sind, eine singulare Stelle (x^, y^), für 
welche | ^^ | »» p' ist, nämlich yo^^l — ^o • Hingegen gehören bei dem in § 23 be- 
handelten Beispiel die Begrenzungspunkte x^ von P dem Gebiet P nicht an; tat- 
sächlich sind hier die Punkte {x^ , y) bei jedem Wert Ton y singulare Stellen. 

2) Dabei ist stillschweigend vorausgesetzt, daß entweder B'^ selbst von null 
verschieden ist, oder daß es wenigstens in jeder Nähe des Punktes x^^x^, Stellen 
gibt, far welche B'^ nicht null ist. 
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daß alle Stellen (Xi,y) {\y\^ p') singtdäre SteUen sind. Denn in diesem 
Falle konvergiert die Doppelreihe $(x, y) im Qebiet |2;|<X, |y|<p' 
absolut^ ihr Mazimalradios in der 2;-Ebene ist also X selbst^ und hieraus 
folgt das Behauptete nach § 19. 

Es mögen nun noch für die Dii^onalenreihen die entsprechenden Be- 
trachtungen angestellt werden. Zuvor sei noch daran erinnert, daß, wenn 
x^yz sowie x^ » y^e^ gesetzt, und y^ von null verschieden angenommen 
wird, eine an der Stelle (x^, y©) reguläre analytische Funktion von (rc, y), 
als Funktion von z und y aufgefaßt, an der Stelle z '^ Zq, V ^Vo ^hen- 
falls regulär ist, und umgekehrt. Es ergibt sich dies unmittelbar aus 
§ 6. Es gilt nun der Satz: 

Verhält sich eine analytische Fu/nktion f(x, y) an jeder Stelle {x, y) 
eindeutig und regulär, für welche y einem Kreise \y\<Q' um den N^M- 

SR 

punkt, und —^z einem endlichen Bereiche T" der z-Ebene angehört, so 

9 

existiert eine nach Potenzen von x und y fortschreitende Doppelreihe ^(x, y), 
deren DiagonalenreOie in dem genannten Gebiet durchweg konvergiert (und 
zwar gleichmäßig in der Umgebung jeder Stelle desselben) und daselbst mit 
f(x,y) übereinstimmt.^) 

Beweis. Da der Punkt x =^0, y » dem Gebiete sicher angehört, 
so existiert eine Potenzreihe ^{x, y), welche in der Umgebung dieses 
Punktes absolut konvergiert und daselbst mit f{x, y) übereinstimmt. Das 

letztere gilt mithin auch von ihrer Diagonalenreihe D{x, y) — ^^ Dj^(z)y^, 

i 
welche wir wieder als die Zeilenreihe der durch die Substitution x ^ yz 

aus ^(x, y) hervorgehenden Potenzreihe ^liz, y) auffassen wollen. Die 
Doppelreihe $| (z, y) konvergiert aber, wenn qq hinreichend klein ge- 
wählt wird, für | y | < pi» ii^ einem beliebig großen Kreise um z ^ ab- 
solut, also bei geeigneter Wahl von qq auch in einem solchen, welcher T' 

vollständig umfaßt. Ihre Zeilenreihe ^^,Bi{z)y^ konvergiert daher für 

I y I < Po gleichmäßig in bezug auf die Umgebung jedes Punktes z des 
Bereiches T" und stimmt auch hier noch mit f{x, y) überein. Das gleiche 
muß aber auch noch für [y|<p' der Fall sein-, denn f(x,y) besitzt, als 
Funktion von z und y aufgefaßt, auch in diesem größeren Gebiete nun- 
mehr sicher diejenigen beiden oben naher bezeichneten Eigenschafben, 
welche für ihre Darstellung durch eine gleichmäßig konvergierende Zeilen- 
reihe in demselben erforderlich sind. 

Hieraus folgt nun unmittelbar: 

Damit eine von x u/nd y abhängige Größe f(x, y) in einem vorgelegten 

1) Vgl. das Beispiel in § 13 ; T" ist daselbst der Kreis um jer = — 1 mit dem 

EadioB -7- 
9 
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Bereich %, in welchem sie eindeutig defmiert ist, durch die in der Um- 
gebung jedes Punktes von % gleichmäßig konvergierende Dicyonalenreihe 
D{x,y) einer nach Potenzen von x und y fortschreitenden Boppebreike dar- 
gestellt werden könne, ist notwendig und hinreichend, daß f{x, y) eine an 
jeder Stelle {x\ y') des Bereiches % reguläre analytische Funktion von {x, y) 
sei, deren Fortsetzung sich auch noch an jeder Stelle (xx', xy') eindeutig und 
regulär verhalte, Babei söU x aUe komplexen Zahlen durchlaufen, deren 
absoluter Betrag unterhalb eins liegt. ^) 

Daß diese Bedingung eine notwendige ist^ ergibt sich ohne weiteres 
ans dem in § 23 über die Diagonalenreihen bewiesenen Satze. Ist sie 
andererseits erfüllt^ nnd bedeutet {Xq, y^ irgend einen Punkt des Be- 
reiches X, so wähle man eine Größe fi ( /x | > 1) so^ daß der Punkt mit 
den Koordinaten x^^^ (iXq, yi^^^/i^o ^^^ Bereiche % ebenfalls noch an- 
gehöre. Setzt man nun zunächst y^ + voraus und bezeichnet mit z^ 

den Quotienten — = — , so befindet sich unter der Gesamtheit der Werte 

— (wo x' den Bereich T durchläuft) sicher der Wert Zq sowie eine ge- 

wisse Umgebung T'' desselben. Alsdann ist aber, da f(Xy y) sich an jeder 
Stelle {xx',xy^ regulär verhält, für die Kreisfläche |y|< y^l in Ver- 
bindung mit dem Bereiche T'' die Voraussetzung des vorigen Satzes sicher 
erfüllt; und es existiert somit eine Diagonalenreihe B{x,y), welche in 
diesem Gebiet, speziell also in einer gewissen ümgebimg des Punktes 
{xq, y^) gleichmäßig konvergiert und daselbst mit f(x, y) übereinstimmt. 
Da nun B(x, y) nichts anderes als die Diagonalenreihe der die Funktion 
f{x, y) in der Umgebung der Stelle (0, 0) darstellenden Potenzreihe Sß{x, y) 
ist, so wird man, von welchem Punkte (^o^yo) ^^^ ^^^^ ausgeht, stets 
zu einer imd derselben Diagonalenreihe geführt werden. Ist endlich 
y^ =» 0, so kann, da sich f(x, y) nach Voraussetzung an allen Stellen 
{xXi,Ö) regulär verhält, der Maximalradius R von ^{x,y) nicht kleiner 
sein als \Xi\, und ^{x, y) konvergiert denmach in der Umgebung der 
Stelle (xq, 0) noch absolut. 

Diese Darstellung einer analytischen Funktion f(x, y) durch eine 
Diagonalenreihe B{x, y) gilt alsdann stets noch in jedem beliebigen Ge- 
biet %, dessen sämtliche Punkte (x, y) einer der beiden Bedingungen 
< ! y I < PI oder y = 0, | a: | < 2? genügen, und welches mindestens einen 
Punkt mit dem ursprünglichen Gebiete gemein hat; dabei bedeutet (vgl. 

§ 14) P'm^ den y-Maximalradius derjenigen Doppelreihe Sß^{z — Zq, y), welche 
entsteht, wenn in der aus ^{x, y) hervorgehenden Doppelreihe ^i(z, y) 

=» ^ Bi(z)y^ sämtliche Zeilen nach Potenzen von z — Zq geordnet werden. 



1) In dem Beispiel von § 18 ist for irgend einen Bereich % diese Bedingung 
dann nnd nnr dann erfClllt, wenn für jeden Punkt (x\ i/) desselben die Ungleichung 
a;' + y' |< 1 statt hat. 
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und R dbn Maximalradius von ^(x, y) in der a;-Ebene. In der Umgebung 
jeder Stelle eines derartigen Gebietes nämlich konvergiert (§ 14) I){Xj y) 
gleichmäßig und stellt daher (§ 23) eine daselbst reguläre analytische 
Funktion von (a;, y) dar. 

Das durch die Bedingung < | y | < Pi bzw. y = 0, | x | < JR bezeich- 
nete Gebiet der gleichmäßigen Konvergenz von D(^, y) wird demenir 
sprechend funktionentheoretisch dadurch charakterisiert, daß es m jedem 
bdidngen endlichen Werte ss=^gQ eine singviäre Stelle {Xq, y^) von f{x^ y) gM, fiJi/r 

welche —^z^ und | yo I *" P«o *^> dagegen keine, für welche 1 yo I < Pio ^ 

(und femer eine singulare Stelle (x^^y 0), fOr welche { rp^ | » 22, jedoch keine, 
für welche Xq\<B ist). 

Denn faßt man D(x,y) wiederum als die Zeilenreihe von ^i{s!, y) 
auf, so zeigt sich, daß f(Xy y\ als Funktion von a und y aufgefaßt, 
singulare Stellen der angegebenen Art besitzen muß; diese können aber, 
da bei endlichem z^ stets P^ > ist, auch bei Auffassung von x und y 
als Argumente der Funktion keine regulären Stellen sein. Dagegen kann 
es keine singulare Stelle geben, fcLr welche | yo I "^ ^^«0 ^^^; ^^ ^^^ Diagonalen- 
reihe in der Uingebung jeder solchen Stelle noch gleichmäßig konvergiert. 
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